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Regras a observar:

e Seja sucinto porém completo.

e Justifique todo procedimento usado.
e Use notacao matematica consistente.
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.

e Deixe claro o uso de itens tabelados.

e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.

e Nao é permitido destacar folhas nem usar folhas adicionais.

Formulério:

1. [ze’ do = %()\x— )+ C

2. fx%’“”dxze”(%—i—ﬁ%—%)%—(]

3. [ane? do = }\xnem — %fl'"
4. cos(a + ) = cos(a) cos(3) —

5. sen(a + ) = sen(«) cos(B) +

1 )‘xd{L'—FC

en(a) sen(/3)
cos(a) sen()

Nota \ Oitava | 1 2 3 4 5 6 7
D6 32,7 | 65,4 | 130,8 | 261,6 | 523,3 | 1047 | 2093
Do# 346 | 693 | 1386 | 277.2 | 5544 | 1109 | 2217
Ré 36,7 | 73,4 | 146,8 | 293,7 | 587,3 | 1175 | 2349
R 389 | 778 | 1556 | 3111 | 622,3 | 1245 | 2439
Mi 412 | 824 | 1648 | 329.6 | 659,3 | 1319 | 2637
Fa 43,7 | 87,3 | 174,6 | 349,2 | 698,5 | 1397 | 2794
Fa# 16,2 | 92,5 | 185,0 | 370,0 | 740,0 | 1480 | 2960
Sol 49,0 | 98,0 | 196,0 | 392,0 | 784,0 | 1568 | 3136
Sol# 51,9 | 1038 | 207,7 | 415,3 | 830,6 | 1661 | 3322
La 55 110 220 440 880 | 1760 | 3520
La# 58.3 | 116,5 | 233.1 | 4662 | 9323 | 1865 | 3729
Si 61,7 | 123,5 | 246,9 | 493,9 | 987,8 | 1976 | 3951




e Questao 1 (2.0) Esboce o diagrama de amplitudes do espectro dos seguintes sinais, explicando se
o espectro é discreto ou continuo. Indique nos gréficos, eixos e valores notaveis.

a) (0.5) f(t) =sen(3t) + 1

b) (0.5) g(t) = 30 2 cos(nt)

c) (1.0) h(t) = ﬁ

Resposta item a) Esta é uma fungao periédica com espectro discreto. f(t) = sen(3t) + 1 =

edit_e—3it _ i,—3it _ 1,36t
(255 ) + 1= fet 41— fe
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Resposta item b) Esta é uma fungio periddica com espectro discreto. Pode-se proceder conforme

no item a, substituindo cos(z) = % ou identificar a série na forma trigonométrica:
(t) = i ! cos(nt) =1+ f: ! cos(nt)
! N n=0 2" N n=1 2"
ou seja:
Qo
0 _ 1
2
a, = 27", n>1
by 0
Assim, temos:
a
Co = 5 =1
a, — b
C, = 2 o=(nl+l)
2
Onde se usou que a_,, = a,
|Cn
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Resposta item c) Esta é uma fun¢ao nao-periédica com espectro continuo, portanto, calculamos
sua Transformada de Fourier:

H(w) = F{h(t)}:f{%}:/:t22+16mdt

= / 5 cos(wt) —isen(wt) | dt
o T —— ~——
par par impar

< 1
= 4/ —— cos(wt)dt = 2me” "
o 241
A 1ltima igualmente provém do item 4 da tabela com m = w para w > 0 e m = —w para w < 0.
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e Questao 2 (3.0) Encontre a forma trigonométrica da Série de Fourier da funcao

f(t) = [sen(?)]
e, depois, calcule a Transformada de Fourier do pacote de onda dado por
—t2/4

g(t) = |sen(t)le

Solucao primeira parte

| sen(?)]

|
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E facil ver que a fungao f(t) é periddica com periodo 7 e, portanto, a forma trigonométrica da
série de Fourier associada é dada por

EO + nZ::I a, cos (2nt) + by, sen (2nt)]

Como f(t) é uma fungao impar, b, = 0 para todo n. Calculemos os coeficientes a,,:

1 w/2 2 w/2 ) 92
Qo _ —/ |sen(t)|dt:%/0 sen(t)dt = = (— cos(t))[f/* = =

2 T —7/2

1 w/2 ) w/2
a, = —/ | sen(t)| cos(2nt)dt = —/ sen(t) cos(2nt)dt
0

s —r/2 s

Para resolver esta integral, usamos a mesma técnica usada para obter as relacoes de ortogonalidade
das fungdes trigonométrica (ver lista zero). Basta usar a identidade trigonométrica dada no item 5
do formulario:

sen(a + ) = sen(a) cos(B) + cos(a) sen(/3)
sen(a — ) = sen(«) cos(f) — cos(a) sen(3)

somanda as expressoes, temos:
sen(a + ) + sen(a — 3) = 2sen(a) cos()

Assim, temos:

/2 — COoS n Cos —2n))]™?
a, = %/0 sen(t(1+ 2n)) + sen(t(1 — 2n))dt = % (1(2(_12";)2 ) ((i(i 2n2) ) o
2 1 1] 4 _ ¢
= _{(1—%27})_‘_(1_2”) _W(1+2n)(1—2n)_ﬂ'(1—4n2)

Onde se usou que o cosseno de um multiplo impar de 7 é 0.



Portanto f(t) pode ser escrito como:

f(t) = % [1 -2 Z 4n21— | cos(2nt)]

Solugao segunda parte Por linearidade, temos:

26—t2/4

Gw) = F{gt)} = F{ p. [1 —2 Z 4n21— l cos(2nt)] }

— %f {e—t2/4} _ %i 4n21— 1f {e‘tz/‘l cos(2nt)}

n=1

Agora calculamos:

]-"{e_tz/‘l} = / e_t2/4e_i“’tdt:/ e /4 | cos(wt) —i sen(wt) | dt
o o Vpar Tér 5,_/
fmpar

= 2/ e~/ cos(wt)dt = 2y/me"

onde se usou o item 8 da tabela de integrais definidas com a = 1/2 e m = w. Agora usamos o

teorema da modulagdo para obter F {e‘tz/ 4 cos(2nt)}:

1
]:{e_tz/A‘ cos(2nt)} =5 [Qﬁe_(w_zn)z + 2\/%6_(”2")2] =/ [e_(w_Q")Q + e_(w”"ﬂ

Portanto:

P N |
Gw) = =" = g

|:€—(w—2n)2 + e—(w+2n)2:|

Os amantes da simplicidade apreciarao a beleza da seguinte formulacao:

/-~ 1 2
- —(w—2n)
G(w) /T n; 1 —anz2©



e Questao 3 (2.5) O diagrama de amplitudes do espectro do registro do som de um instrumento
musical é dado abaixo:

|F'(w)]
4l
31
9 |
1
~ 1000800 — 600 —400 200 200 400 600 800

a) (0.5) Obtenha o valor de [ f(t)dt.

b) (1.0) Esboce o diagrama de amplitudes do espectro de —4 f(2t).
c) (1.0) Esboce o diagrama de amplitudes do espectro de f'(t).
Solucao do item a

Deve-se observar que

F(0) = /_ N f(t)e™ at

T /_: f(t)eldt = /: f(t)dt

Do diagrama, temos que |F'(0)| = 0 e, consequentemente, F'(0) = 0 e, portanto:

/_ Z F(t)dt = 0.

Solucao do item b

1
FAAf@2)}) = —AF{f2)} = —45F(w/2)
onde se usou a propriedade da linearidade e a propriedada da mudanca de escala. E temos:

[F{-4f20)} = 2|F(w/2)]

|[F(w)]
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Solucao do item c
Usamos a propriedada da derivada:

FAF (0} = iwF (w)

Portanto:

[FLF O} = [w] - [F(w)]
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e Questao 4 (2.5) Resolva a seguinte equacao diferencial parcial usando a técnica das Transformadas

de Fourier: ,
Du(z,t) + au(z,t) = Lu(z,t), —-oo<z<oo, t>0
u(z,0) = d(x — xp), —00 < & < 00

Solucao
Defina

U(k,t) = Fo{u(z,t)} = /OO u(x,t)e " dt
Temos que a fungao U(k,t) satisfaz a equagao: _
%U(k t) + aU(k,t) = (ik)*U(k,t)
ou, equivalentemente: 5

&U(k t) + (a+E)Uk,t) =0

com a condi¢ao inicial dada por:
U(k,0) = F,{u(z,0)} = /00 u(x,0)e "dt = /OO §(z — x0)e "dt = ek
Portanto, U(k,t) satifaz uma EDO tipo ' = ay cuja solugao é y(t) = y(0)e™:
U(k,t) = e ke (ath?)t — gmat okt =kt
Para obter a solucao da EDP, bata calcular a transformada inversa:

w(a,t) = FoUUk ) = Fo {6—at6—ikt6—k2t} = eotF-l {6—ikt6—k2t}

f_l {e—k2t} — 21 e—kzt zkmdk
T
= —/ | cos ]fSL’) +isen(kz) | dk
——
impar
1

1 12
= — ' cos(kx)dk =
7r/0 e " cos(kx) 2\/_

E, finalmente, usando a propriedade do deslocamento, temos a solugao:

—at 3 (x7m0)2

e it

e

2/t

u(zx,t) =



