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Total

Nome:

Re

Cartao:

gras Gerais:

e N3o é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicagao.

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.

e Devolva o caderno de questdes preenchido ao final da prova.

Regras para as questoes abertas:

e Seja sucinto, completo e claro.

e Justifique todo procedimento usado.

e Indique identidades matemaéticas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matemdtica consistente.

Propriedades das transformadas de Fourier: considere a notagao F(w) = F{f(t)}.

1. Linearidade F{af(t)+ Bg(t)} = aF {f®)} + BF {g(t)}
2. Transformada da derivada Se lim f(¢t) =0, entdo  F{f'(t)} = iwF{f(t)}
t—foo
Se lim f(t) = lim f/(t)=0, entdio F{f't)}=-w F{f(t)}
t— oo oo
3. Deslocamento no eixo w F{e”f)} = F(w+ia)
4. Deslocamento no eixo ¢ F{ft—a)} =e " F(w)
5. Transformada da integral Se F(0) =0, entao {/ f(r } F(w)
1
6. Teorema da modulagao FA{f(t) cos(wot)} = §F(w —wop) + EF(w + wo)
oo
7. Teorema da Convolugéo F{(f*g)t)} = F(w)G(w), onde (fx*g)(t)= / f(m)g(t —7)dr
(F* G)(w) =20 F{f(t)g(t)}
8. Conjugacao F(w) = F(—w)
9. Inversdao temporal F{f(-t)} = F(—w)
1
10.  Simetria ou dualidade fl—w) = —f{F(t)}
11.  Mudanga de escala F{f(at)} = a |F ( ) a#0
o 2 1 2

12.  Teorema da Parseval [f()]|*dt = o \F(w)\ dw

oo T J oo

1T =
13. Teorema da Parseval 7/ If(@®)|%dt = Z |Cn|?
- . T /o
para Série de Fourier n=-—00

Séries e transformadas de Fourier:

Forma trigonométrica

Forma exponencial

Série de Fourier

N
f(t) = %} + Z [an cos(wnt) + by sen(wnt)]

n=1

2
onde wy, = ﬂ, T é o perfodo de f(t)

/ sd=z [ TT/;f(t

T T/2
an = % /0 £(8) cos(wat)dt = / F(t) cos(wnt)dt,

T/2

/
= %/OT f(t) sen(wnt)dt = T /T ’ f(t) sen(wnt)dt

T/2

o
iwnt
E Cpet™nt,
n=-—o0
an — ibn

onde Cp, = 3

Transformada

de Fourier

ft)= %/000 (A(w) cos(wt) + B(w) sen(wt)) dw, para f(t) real,

onde A(w) = /_00 f(t) cos(wt)dt e B(w) = /_00 f(t) sen(wt)dt

f@) = / F(w)e™tdw,

onde F(w) = /00 f)e ™tat




Tabela de integrais definidas:

53 ) a o m
1. /0 e~ %" cos(mz)dz = 22 (a >0) 2. /0 e~ “sen(ma)dx = P (a>0)
(oo} oo
3o [T g s Zeme >0, m20) 1o [T s e @20, m>0)
o a?+x2 2a o a?+ax2 2
™
=, n<m I m>0
2 )
5. /wwdm T, (m>0, 6. /wwdm: 0, m=0
0 z 4’  n>0) 0 x
0, n>m -3 m<0
oo - o o5 2
7. / e dz = VT (r>0) 8. / e—a’a? cos(mz)dxr = ﬁeim (a>0)
0 2r 0 2a
i ) 2am >
9. / ze” “Fsen(mz)dr = —H——— (a >0) 10. / e~ %" sen(mz) cos(nz)dr =
0 (a? +m?) 0
2 2 _ 2
— m(a J;mQ n?) — (@>0)
(a? + (m —n)?)(a? + (m + n)?)
[} 2 _ 2 e}
11. /0 ze” * cos(ma)dx = ﬁ (a >0) 12. /0 %dm = #efma(sen(ma) + cos(ma))
oo 2 2 T
13. / Mda} = |m|z 14. erf(z) = —/ e dz
0 2 2 T Jo
s
—, (0 <m < 2a)
. ! . 2 0<m<n)
15, / sen” (ax) sen(max) de — ™ (0 < 2a=m) 16. / sen(mm);en(na}) de —
0 T 8’ 0 T ™
—, (0<n<m)
2
0, (0 <2a<m)
> . 2m(3a? — m?) > 2a(a? — 3m?2)
17. Zemar do = ————~ >0 18. / Zemaw do="—"—5—-=> (a>0
/0 z%e sen(max)dz (a2 + m2)3 (a ) ; e cos(ma)dx (a2 £ m2)3 (a )
> cos(mx) o —ma (a>0, *® xsen(mzx) , M _ ..
19. /0 mdmf E(l—i—ma)e m > 0) 20. /0 mdxf 1o C (a >0, m>0)
> 22 cos(mx) ™ “ma  (@>0, X 42,2 mym _mZ
21. /0 mdw = E(l — ma)e m > 0) 22. /0 xe sen(mz)dx = 13 © 4a?  (a > 0)
Identidades Trigonométricas:
_cos(z +y) +cos(x —y)
Frequéncias das notas musicais em hertz: cos(z) cos(y) = )
Nota \ Escala 2 3 4 5 6 7 sen(e) sen(y) — cos(z — y) — cos(z + y)
D6 65,41 | 130,8 | 261,6 | 523,3 | 1047 | 2093 ¥ = 2
D6 ¢ 69,30 | 138,6 | 2772 | 554,4 | 1109 | 2217 sen(z + ) + sen(z — y)
sen(z) cos(y) =
Ré 73,42 | 146,8 | 293,7 | 587,3 | 1175 | 2349 2
Ré ¢ 77,78 | 155,6 | 311,1 | 622,3 | 1245 | 2489 I .
ntegrais:
Mi 82,41 | 164,8 | 329,6 | 659,3 | 1319 | 2637 ppvs
Az —
F4 87,31 | 174,6 | 3492 | 698,5 | 1307 | 2794 /“ do=—5(e-1)+C
Fa 4 92,50 | 185,0 | 370,0 | 740,0 | 1480 | 2960 2
22 dx = e x—fﬁJri +C
Sol 98,00 | 196,0 | 392,0 | 784,0 | 1568 | 3136 A A2 3
Sol 103,8 | 207,7 | 415,3 | 830,6 | 1661 | 3322 1
ﬁ /xne)\z dx:_$n6)\z_ﬁ xnfle)\zdx_’_c
La 110,0 | 220,0 | 440,0 | 880,0 | 1760 | 3520 A A
A A A A
Lé 116,5 | 233,1 | 466,2 | 932,3 | 1865 | 3729 /x cos (A do — SEODF o sen(Ax) |,
Si 1235 | 246,9 | 493,9 | 987,8 | 1976 | 3951 A
Az)— A A
/msen()\m)d:v = sen (A) Achos( 2) +C




e Questao 1 (1.0 ponto) Considere a funcgdo periédica de periodo T' = 1 cujo gréfico é esbocado abaixo:

f®)
1

—2 -1 —a 0 b 1 2

Onde a e b sdo constantes positivas e menores que 1/2. Quando escrita em séries de Fourier

fit) = (12—0 + i [an cos(2mnt) + by sen(27wnt)],

n=1
podemos afirmar que:

() aEO =a+beb, =0quandoa=—-ben>1. () an= sen(2mna) — sen(2rnb)
™

() ao=a+bean=0quandoa=—-ben > 1. ) cos(2mna) — cos(2mnb)

an =
(X) %):aerebn:Oquandoa:benzl. ( )7rn ( b)
cos(27mna) + cos(2mn

() ao=a+beb,=0quandoa=ben >1. () an= ™

() aEO =aeap=0quandob=0en > 1. (X) an = sen(2mna) + sen(2mnb)
™

() Nenhuma das anteriores. () Nenhuma das anteriores.

e Questao 2 (1.0 pontos) As fungdes f(t) e g(t) modelam sinais de dudio e seus diagramas de espectro de amplitudes sdo dados abaixo.

|F(w)]
8 4+
6 4+
4 |
0 | | | | : i : =
w/2mrHz
0 220 440 660 880 1100 1320 1540 1760
|G (w)]
8 4+
6 4+
A A
g Ao N
' ‘ ! ‘ ! w/2mHz
0 220 440 660 880 1100 1320 1540 1760



Sabendo que -
no =G0, B= [ ik,

assinale as alternativas corretas.

() h(t) modela um Ré e f(x) + g(z) modela um L§ 3.

() h(t) modela um Ré e f(x) + g(z) modela um L4 4. (X) En=E;/3
() h(t) modela um Ré e f(x) + g(z) modela um L§ 6. () En=3Ey.
(X) h(t) modela um Mi e f(x) + g(x) modela um L4 3. () En=Ey.
() h(t) modela um Mi e f(x) + g(x) modela um L4 4. ()

() h(t) modela um Mi e f(x) + g(x) modela um L4 6.

Solugao do segundo item:

1
Vemos que H(w) = gF(w/?))

— o0

Onde se substituiu u = w/3.

e Questdo 3 (1.0 ponto) Considere
0, t<O0
1) { et t>0
Assinale na primeira coluna F{f(t) + f(—t)} e, na segunda, F{f(¢t) — f(—t)}.
1+ 2w 2

oo
By = / Ih(t) 2dt,
—o0

| ()P
| i st

/_o; |F(w)2du

F = F = -
() Plo) = 1 () Flw) = -
2 14w
X) F = — F =
() Fw) = 2 () Flw) =158
1—w 29w
F = X) F =—
() Plo) =1 () Fw) = -
—2tw 1 —w
F = F =
() Plo) = 2 () Pw)= 1o
() Nenhuma das anteriores. () Nenhuma das anteriores.
Solugao:
F(w) — /oo e~ te—twt gy — /oo 67(1+iw)tdt _ 1 ' e—(1+iw)t o _ 1‘
0 0 —(1 4+ iw) 0 14w
11—
Tl 4w?

F(w)

FAf(=t)}

1+ w
14 w?




8 6
e Questao 4 (1.0 pontos) Considere a fungdo f(t) = 1 + sen(2nt) + 5 sen(4nt) + 5 cos(4mt). Assinale na primeira coluna o diagrama de

espectro do médulo e, na segunda, o diagrama de espectro da fase.
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e Questao 5 (2.0 pontos) Considere os diagrama de espectro de magnitudes das Transformadas de Fourier das fungdes f1(t), f2(t), f3(t)
e fa(t) dados nos gréficos abaixo.
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2 .
I I
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e Questao 5a (1.0 ponto) Assinale as alternativas que indiquem relagdes compativeis com os diagramas dados.
() f1(t) = f3(t) (X) fa(t) = f1(t) (1 + 2 cos(401))
(X) fit) = f2(t) () fa@®) = f1(t) (1 + cos(40t))
() fat) = f(t) () fa(t) = 2f1(¢) cos(40t)*
() f5t) = f(t) () fa(t) = 2f1(¢) cos(20t)*

e Questao 5b (1.0 ponto) Assinale as alternativas que indiquem relagdes compativeis com os diagramas dados.

() fa= i 5(t — kTa) f(kTa), Ta=15/m

k=—o0
) ey >S5l = () fs= f: 8(t — kTa) f(kTa), To=15/7
() A®) = f1(t) = fa(t) k=—oo
() fi®) = f2(t) = f3(2) ad
() falt) = fo®) = f1(0 () f4—k§oo5(tfkTa)f(kTa), T, = /15
() Nenhuma das anteriores

() fs= > 6(t—kTo)f(kTa), To=m/15

k=—o0

(X) Nenhuma das anteriores.



e Questao 6 (1.0 pontos) Resolva o seguinte problema de difusdo de calor e trace um grafico esbogando a evolucdo do perfil de temperatura
u(z,t) com o tempo.

ut(z,t) — 2uge(x,t) — uz(z,t) =0
u(z,0) = 10006(x + 1).
Solugao: Aplicamos a transforma de Fourier na varidvel x, obtemos a seguinte expressdo para a equagao transformada
Uik, t) — (ik)U (k,t) — 2(ik)2U (k,t) = 0
onde foi usada a propriedade da derivada. A condigado inicial se torna:
oo

U(k,0) = 1000/ 8(z 4 1)e~*®dg = 1000e*

— 00
Portanto temos o seguinte problema de valor inicial:
Us(k,t) = (—2k2 4 ik)U (K, t)
U (k,0) = 1000e**

cuja solucao é
Uk, t) = 1000etk e(—2k*+ik)t _ 1000eik(t+1) =2kt

A multiplicagao por e** (t+1) jpdica um deslocamento no eixo z. Logo precisamos calcular:

—1 [ —2K%t 1 °° _ok?t ika L[ o2
Fy {e } = — e e dk = — e cos(kz)dk
27 J _ oo ™ Jo
2 2
= l ﬁ 5_27 = 1 5_27
T 24/ 2t 2V 27t

Portanto,

500 _ (z+t+1)?
8t



2
e Questao 7 (3.0 pontos) Considere a funcio h(t) = cos(wot)e™ " onde a é uma constante positiva.

a) (1.0 ponto) Calcule a transformada de Fourier F'(w) quando f(t) = e~ onde a é uma constante positiva.
b) (1.0 ponto) Esboce os graficos de f(t) e |[F(w)| paraa=1,a=2ea=3.
c) (1.0 ponto) Calcule H(w) e esboce os graficos de h(t) e |H(w)| para a =1 e wg = 10.

Solugdo: a)

—at? O _at? —iwt < —at?
]-'{e a } = / e~ M et = 2/ e~ cos(wt)dt
oo 0

&
®

Il
%

Solugao: b)
f@®)

| | /\ | | |
1 1 T T 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

()]

2 =£

/XN |
T T T T T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Solugao: c)

—20 -15 —10 -5 0 5 10 15



