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Regras Gerais:

e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicacao.

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.

e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.

Regras para as questoes abertas:

e Seja sucinto, completo e claro.

e Justifique todo procedimento usado.

e Indique identidades matemd&ticas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notacao matematica consistente.

Propriedades das transformadas de Fourier: considere a notagao F(w) = F{f(t)}.

1. Linearidade F{af(t)+Bg(t)} = aF {f®)} + BF {g(t)}
2. Transformada da derivada Se . lig:n f(t) =0, entdio  F{f'(t)} = iwF{f(t)}
—4oo
: : = 2
Se lim f(t)= lim f'(t)=0, entio F{f"(t)} =—w F{f(t)}
3. Deslocamento no eixo w F{e”f)} = F(w+ia)
4. Deslocamento no eixo ¢ F{ft—a)} =e " F(w)
F
5. Transformada da integral Se F(0) =0, entao {/ f(r } (w)
1
6. Teorema da modulagao FA{f(t) cos(wot)} = 5F(w —wop) + iF(w + wo)
oo
7. Teorema da Convolugéo F{(f+xg)t)} = F(w)G(w), onde (fx*g)(t)= / f(m)g(t —7)dr
(F* G)(w) =20 F{f(t)g(t)}
8. Conjugacao F(w) = F(—w)
9. Inversdao temporal F{f(-t)} = F(—w)
1
10.  Simetria ou dualidade fl—w) = 2—.7:{F(t)}
7r
1
11.  Mudanca de escala F{f(at)} = —F (E) , a#0
la \a
oo 1 (oo}
12.  Teorema da Parseval / |f()|2dt = o / |F(w)]?dw
oo T J o
1T =
13. Teorema da Parseval ?/ If(@)|%dt = Z |Cr|?
para Série de Fourier 0 n=-—00
Séries e transformadas de Fourier:
Forma trigonométrica Forma exponencial
© .
Série de Fourier f@t) = 204 Z [an cos(wnt) + by sen(wnt)] Z Cre'nt,
n=1 n=-—oo
2mn . p an — ibn
onde wy, = I T é o perfodo de f(t) onde C), = -
9 T T/2
== f()dt = / f(t)d
T /0 ®) T T/2
9 T T/2
an = —/ f(t) cos(wnt)dt = / f(t) cos(wnt)dt,
T Jo T T/2

o
3
Il

/
%/OT f(t) sen(wnt)dt = T /T ’ f(t) sen(wnt)dt

T/2

Transformada

de Fourier

f(t) = %/000 (A(w) cos(wt) + B(w) sen(wt)) dw, para f(t) real,

onde A(w) = /_00 f(t) cos(wt)dt e B(w) = /;OO f(t) sen(wt)dt

f@) = / F(w)e™tdw,

onde F(w) = /00 f)e ™tat




Tabela de integrais definidas:

i —ax a it —axr — m
1. /0 e cos(mz)dz = 22 (a >0) 2. | e~ “sen(ma)dx = P (a>0)
(oo} oo
3o [T g s Zeme >0, m20) 1o [T s e @20, m>0)
o a?+x2 2a o a?+ax2 2
™ ™
5 n<<m 3 m >0
5 /wwdﬁ T (m>o0, 6. /”de 0, m=
0 x 4= n=m, n> 0) 0 T
——, m<O0
0, n>m
e} [e5s} m2
7. / e dy = VT (r>0) 8. / ema’a? cos(ma)dx = ﬁ87@ (a>0)
0 2r 0 2a
o 2am o0
9. / ze” *Tsen(mz)dr = —H——— (a>0) 10. / e %* sen(ma) cos(nx)dz =
0 (a® +m?) 0
2 2 _ 2
= mfa® + m” —n%) 5 (a>0)
(a® + (m —n)?)(a® + (m + n)?)
*® e _a?—m? ® cos(mzx) . w ..
11. /0 ze cos(mz)dx = @1 ma)e (a>0) 12. 211 dal T =g o5e (sen(ma) + cos(ma))
oo 2 2 T
13. / Mdm = |m|z 14.  erf(z) = —/ e dz
0 $2 2 ﬁ 0
z (0 <m < 2a)
—y m a mwm
4 — <
> sen?(ax) sen(max) °° sen(ma) sen(nz) 2’ 0 <m<n)
15. ——————Fdz=(¢ T (0 < 2a =m) 16. — 5 —dz= n
0 z 8’ 0 z -5 (0 <n <m)
0, (0 <2a<m)
> 2m(3a? — m?) x5, 2a(a? — 3m?)
17. Zgaz dx = >0 18. / z%e”* cos(mz)de = ————> (a>0
/0 z%e sen(max)dz (a2 + m2)3 (a ) : (mz) (a2 £ m2)3 ( )
°  cos(mx) o —ma  (a>0, > xsen(mzx) . wM _ .
19. /0 mdl‘f@(l—i—ma)e m > 0) 20. ; m T = (a >0, m>0)
> 22 cos(mz) ™ _ (a>0 0 0222 my/m _m2
21. /0 mdw = E(l —ma)e” ™ m > 0) 22. /0 ze sen(mx)dr = 15 € 4aZ  (a > 0)
Identidades Trigonométricas:
_cos(z +y) +cos(z —y)
Frequéncias das notas musicais em hertz: cos(x) cos(y) = 9
Nota \ Escala 2 3 4 5 6 7 cos(z — y) — cos(z + 1)
; sen(z) sen(y) =
Do 65,41 | 130,8 | 261,6 | 523,3 | 1047 | 2093 2
D6 ¢ 69,30 | 138,6 | 2772 | 554,4 | 1109 | 2217 sen(z + y) + sen(z — y)
sen(z) cos(y) =
Ré 73,42 | 146,8 | 293,7 | 587,3 | 1175 | 2349 2
Ré # 7778 | 1556 | 311,1 | 622,3 | 1245 | 2489 .
Integrais:
Mi 82,41 | 164,8 | 329,6 | 659,3 | 1319 | 2637 e
Az _ = _
F4 87,31 | 174,6 | 349.2 | 698,5 | 1397 | 2794 / ve* dr = —5-(Ar -1+ C
Fa 4 92,50 | 185,0 | 370,0 | 740,0 | 1480 | 2960 22 2 2
/mzekzdx:e)‘z —— =+ =)+C
Sol 98,00 | 196,0 | 392,0 | 784,0 | 1568 | 3136 A A2 )3
Sol ¢ 103,8 | 207,7 | 415,3 | 830,6 | 1661 | 3322 /xne/\x o lx"e/\x n /xn_le/\xdx ‘C
La 110,0 | 220,0 | 440,0 | 880,0 | 1760 | 3520 A A
A A A A
Lé 116,5 | 233,1 | 466,2 | 932,3 | 1865 | 3729 /m cos (ha) do — SSOADF 2 sen(Ax)
Si 1235 | 246,9 | 493,9 | 987,8 | 1976 | 3951 A
Az) — A A
/msen()\m)d:v = sen(Az) >\2$COS( 2) +C




e Questao 1 (1.0 ponto) Resolva o seguinte problema de difusdo de calor:

ug(x,t) — 2uzz(x,t) =0

u(z,0) = §(x).
Assinale na primeira coluna a transformada de Fourier U (k,t) = F{u(z,t)} e na segunda a solugao u(z,t).
1 z2
X) u(z,t) = e 8t
() Ulkt) = =27 ) et = v
vt 22
_—K%t ( ) U(.’L‘,t) =e 8t
() Ukt =e o
—ik —2k? u(z,t) = e 4t
() Ulk,1) = e=e2t™ () wi =
__—2k%t 1 (z—1)2
(X) Uk,t) =e () ula,t) = e~ m
e 2, 2v/mt
() Ulkt) = ——e” 1 _@ty?
g () uz,t) = em

Solugao: Aplicamos a transformada de Fourier na varidvel = para obter
Uik, t) = —2k2U (k, t)
U(k,0) = 1.
A solugao dessa EDO é
012
U(k,t) = e 2k

e a, para calcular a transformada inversa, usamos o item 8 da tabela e obtemos:

1 o0 ;
uw(z,t) = — Uk, t)e*=dk
27 J _ o
1 ’ 2 ;

_ e~ 2kt —ike g,
21 J_ o
1 [ 5

= 7/ ekaztcos(kx)dk
T Jo

1 7 _22
— e 8t
™ 2/2t

e Questao 2 (1.0 ponto) Considere a fungao f(t) =8 cos? (t). Assinale na primeira coluna a frequéncia fundamental e na segunda e periodo
fundamental de f(t).

()w=1 ()T=1
X) w=2 ()T=2
() w=4 () T=
() w=2nm () T=2n
(Jw=mn X) T=n

T T
() w= 5 () T= 3

Solugao: Usando o binémio de Newton, obtemos a seguinte identidade trigonométrica
it —it\ 4
8cost(t) = 8 (%)

847Lt _'_4632'15672'15 + 6622'1587271 _'_462'1587371 _'_6742'15

2
B 84it + 4621‘,1‘, + 6 + 46721‘,1‘, + 67411‘,
n 2

e4it ef4it eQit 672%
= 3+ J; +4 J;

= 34 4cos(2t) + cos(4t)

Observe que a frequéncia fundamental é w = 2 e o periodo fundamental é 7.

e Questdo 3 (1.0 ponto) Considere a fungdo f(t) = 8cos*(t). Calcule os coeficientes da expansio em série de Fourier de f(t) e assinale na
primeira coluna a representagdo trigonométrica e na segunda a representagio exponencial.

- 3 in 2nit
> 1 n ) Z (2—_2—)6
3485 nt) + ——— sen(2nt neeo NP1 207 41
() 3+ nzl( cos(n)+2n+1sen(n))

2n+1
=1
3 — 2nt
() +nE:12ncos(n)

() 3+ i ie%"t

a1 2n . ‘ L
(X) 3+ 4cos(2t) + cos(4t) () ge 427 342670 — et
() 34 4cos(t) + 2cos(2t) + cos(3t) + % cos(4t) () %e_Qit + 217 4 3 — 2e’t — %emt

1 . . ) 1 4.
( ) 3+4sen(t)+2sen(2t) (X) 56741t+2872zt+3+282n+5647,15



Solugao: A mesma conta do exercicio anterior

it —it\ 4
8cost(t) = 8 (L>
2
GAit L geBite—it | Ge2ite—2it | geito—3it | o—dit
2
Ait 420t | G 4 4e—2it 4 o—dit
2

o—dit . L it

= —+ 2e~ 2t 4 34 9e20 1 -

e Questdo 4 (1.0 ponto) Seja f(t) = el e F(w) = F{f(t)} e g(t) := F! {in(w)e‘i“’}. Assinale corretamente a alternativa que
oo

1
indica corretamente os valores de g(2) e de E := o / |F(w)]?dw.
T J—oco

9(2)

(X) —! e
-1

()e X) 1
()e ()2
( ) —e ( ) 3
()e? ()4
() —e?

Solucao: Pelo propriedade da transformada da derivada, temos

F Y iwF(w)} = f/(t) = { i—t, i; 8

A propriedade da translacdo nos dé:
. t—1
g(t) = FH {iwF(w)e™ ™} = { ¢ 12 b<0
Assim, g(2) = —e~ 1.
Também, pelo teorema de Parseval, temos:

1 (oo}
|F(w)|*dw

2 J oo

oo
[ irwpar
— 00
/ = el gy
— 00
0 ge'e)
/ e2tdt+/ e 2t
— 0

=1.

N | =

oo
Jr

N | =



e Questao 5 (1.0 pontos) Considere a funcdo f(t) = 1+sen(27t)+cos(27t) +sen(4nt). Assinale na primeira coluna o diagrama de espectro
do médulo e, na segunda, o diagrama de espectro da fase.
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Solugao: Comegamos escrevendo a forma exponencial da funcao

62i7rt o e—2i7rt e?iﬂ't + e—2i7rt e4i7rt o e—4i7rt

f) = 1+ By + 2 + %
1 o5 1 ; 1 5, 1 ; 1 4 1 ;
— 1 76217rt o 76—2z7rt 4 7e2z7rt 4 76—217rt 4 7e4z7rt o —6_4”"t
* 21 21 2 2 21 21
. ) 1 . ) 14 .
_ %ef4wrt 4 —;Z672z7‘rt 414+ 5 262’Lﬂ't o %e4z7rt
Assim, temos:
072 _ 1 leiTr/2
2 2
c_1 = 1+1 = ﬁe”/‘l
2 2
Co = 10
c, = L= @e—iﬂ/‘l
2 2
Cs _ 71 7671“"/2.



e Questdo 6 (2.5 ponto) Calcule a série de Fourier da fungao f(¢) = | cos(wt)|.
Solugao: Temos T'=1 e wy, = 2mn. Também

Logo,

/
a0:2/

1/2

1/2

1/2 1
| cos(mt)|dt = 4/ cos(mt)dt = 4 |:7 sen(7rt):|
0 ™

1/2

0
1/2
2 / | cos(mt)| cos(2mnt)dt
—1/2

1/2
4/ cos(mt) cos(2mnt)dt
0

4/1/2 cos(m(1 + 2n)t) + cos(mw(1 — 2n)t) gt
0

2
|:sen(7r(1 +2n)t)  sen(mw(1 — Zn)t)} 1/2
(1 4+ 2n) w(1 —2n) 0
sen(5(1+2n))  sen( (1 —2n))
2 ( (1 + 2n) w(1 —2n) )

e ((1 +12n) MG —12n>)

2=1)" 1 —2n+1+2n

T 1 —4n?
20-1)" 2

w1 —4n?
4 (="
71— 4n2’

1/2
bn = 2/ | cos(mt)| sen(2mnt)dt = 0.

OES

—1/2

:\lw

4 = (="
— Z cos(2mnt)
i1 —4n?



e Questao 7 (2.5 pontos) Seja f(t) uma funcdo que possui transformada de Fourier F(w) = F{f(t)}. O gréfico abaixo apresenta o

diagrama de espectro de magnitudes de F'(w).

|F(w)]

|

1 T I T !
-3 —2 -1 1

T T
2 3

w

d
Esboce o diagrama de magnitudes de g(t) = f'(t) cos(3t) e h(t) = n (f(t) cos(3t)).

Solugao: Sejap(t) = f/(t) e q(t) = f(t) cos(3t). Entdo, temos P(w) = iwF (w), Q(w) =

F(u;+3)+F(w—3)‘G

2
e H(w) = iwQ(w). Os gréficos sdo os seguintes:
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(w) =

P(w+3)+ P(w —3)

2



