UFRGS — INSTITUTO DE MATEMATICA
Departamento de Matematica Pura e Aplicada
MAT01168 - Turma C - 2022/1

Prova da area IIB

1-4 5 6

Total

Nome:

Cartao:

Regras Gerais:

o N3o é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicagao.

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questdes preenchido ao final da prova.

Regras para as questoes abertas:

e Seja sucinto, completo e claro.

e Justifique todo procedimento usado.

¢ Indique identidades matemaéticas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matemdtica consistente.

Propriedades das transformadas de Fourier: considere a notagao F(w) = F{f(t)}.

1. Linearidade

Flaf®) +B9()} = aF {f(1)} + BF {9(1)}

2. Transformada da derivada Se . lig:n f(t) =0, entdo  F{f'(t)} = iwF {f()}

—4oo

Se lim f(t) = lim f'()=0, entdgo F{f')}=-w F{f(t)}

t—+oo oo
3. Deslocamento no eixo w F{e”f)} = F(w+ia)
4. Deslocamento no eixo ¢ F{f(t —a)} = e Y F(w)

: . F (w)
5. Transformada da integral Se F(0) =0, entao / f(r)drp =
1
6. Teorema da modulagao FA{f(t) cos(wot)} = EF(w —wop) + EF(w + wo)
oo

7. Teorema da Convolugéo F{(f+xg)®)} = F(w)G(w), onde (fx*g)(t)= / f(m)g(t —7)dr

(F* G)(w) =20 F{f(t)g(t)}

8. Conjugacao F(w) = F(—w)
9. Inversdo temporal F{f(-t)} = F(—w)
1
10.  Simetria ou dualidade fl—w) = —f{F(t)}
11. Mudanga de escala F{f(at)} = a |F ( ) a#0
o 2 1 2
12.  Teorema da Parseval [f@®))*dt = — \F(w)\ dw
o 21 ) _ o
1T =
13. Teorema da Parseval T / |f()]2dt = Z |Cn|?
para Série de Fourier 0 n=—o0

Séries e transformadas de Fourier:

Forma trigonométrica

Forma exponencial

Série de Fourier

N
f(t) = 112_0 + Z [an cos(wnt) + by sen(wnt)]

n=1

2
onde wy, = %, T é o periodo de f(t)

9 (T T/2
—= [ rwa=7 [ , f0

T T/2
an = % /0 £(8) cos(wat)dt = / F(t) cos(wnt)dt,

T/2

= %/OT f(t) sen(wnt)dt = T /T/2 f(t) sen(wnt)dt

T/2

oo
Twnt
E Cpet™nt,
n=-—oo
an — tbyp

onde C), = 3

Transformada

de Fourier

fit) = / (A(w) cos(wt) + B(w) sen(wt)) dw, para f(t) real,

onde A(w) = /_00 f(t) cos(wt)dt e B(w) = /_00 f(t) sen(wt)dt

0= [ P,

onde F(w) = /00 f)e ™tat




Tabela de integrais definidas:

i —ax a it —axr — m
1. /0 e cos(mz)dz = 22 (a >0) 2. | e~ “sen(ma)dx = P (a>0)
(oo} oo
3o [T g s Zeme >0, m20) 1o [T s e @20, m>0)
o a?+x2 2a o a?+ax2 2
™ ™
5 n<<m 3 m >0
5 /wwdﬁ T (m>o0, 6. /”de 0, m=
0 x 4= n=m, n> 0) 0 T
——, m<O0
0, n>m
e} [e5s} m2
7. / e dy = VT (r>0) 8. / ema’a? cos(ma)dx = ﬁ87@ (a>0)
0 2r 0 2a
o 2am o0
9. / ze” *Tsen(mz)dr = —H——— (a>0) 10. / e %* sen(ma) cos(nx)dz =
0 (a® +m?) 0
2 2 _ 2
= mfa® + m” —n%) 5 (a>0)
(a® + (m —n)?)(a® + (m + n)?)
*® e _a?—m? ® cos(mzx) . w ..
11. /0 ze cos(mz)dx = @1 ma)e (a>0) 12. 211 dal T =g o5e (sen(ma) + cos(ma))
oo 2 2 T
13. / Mdm = |m|z 14.  erf(z) = —/ e dz
0 $2 2 ﬁ 0
z (0 <m < 2a)
—y m a mwm
4 — <
> sen?(ax) sen(max) °° sen(ma) sen(nz) 2’ 0 <m<n)
15. ——————Fdz=(¢ T (0 < 2a =m) 16. — 5 —dz= n
0 z 8’ 0 z -5 (0 <n <m)
0, (0 <2a<m)
> 2m(3a? — m?) x5, 2a(a? — 3m?)
17. Zgaz dx = >0 18. / z%e”* cos(mz)de = ————> (a>0
/0 z%e sen(max)dz (a2 + m2)3 (a ) : (mz) (a2 £ m2)3 ( )
°  cos(mx) o —ma  (a>0, > xsen(mzx) . wM _ .
19. /0 mdl‘f@(l—i—ma)e m > 0) 20. ; m T = (a >0, m>0)
> 22 cos(mz) ™ _ (a>0 0 0222 my/m _m2
21. /0 mdw = E(l —ma)e” ™ m > 0) 22. /0 ze sen(mx)dr = 15 € 4aZ  (a > 0)
Identidades Trigonométricas:
_cos(z +y) +cos(z —y)
Frequéncias das notas musicais em hertz: cos(x) cos(y) = 9
Nota \ Escala 2 3 4 5 6 7 cos(z — y) — cos(z + 1)
; sen(z) sen(y) =
Do 65,41 | 130,8 | 261,6 | 523,3 | 1047 | 2093 2
D6 ¢ 69,30 | 138,6 | 2772 | 554,4 | 1109 | 2217 sen(z + y) + sen(z — y)
sen(z) cos(y) =
Ré 73,42 | 146,8 | 293,7 | 587,3 | 1175 | 2349 2
Ré # 7778 | 1556 | 311,1 | 622,3 | 1245 | 2489 .
Integrais:
Mi 82,41 | 164,8 | 329,6 | 659,3 | 1319 | 2637 e
Az _ = _
F4 87,31 | 174,6 | 349.2 | 698,5 | 1397 | 2794 / ve* dr = —5-(Ar -1+ C
Fa 4 92,50 | 185,0 | 370,0 | 740,0 | 1480 | 2960 22 2 2
/mzekzdx:e)‘z —— =+ =)+C
Sol 98,00 | 196,0 | 392,0 | 784,0 | 1568 | 3136 A A2 )3
Sol ¢ 103,8 | 207,7 | 415,3 | 830,6 | 1661 | 3322 /xne/\x o lx"e/\x n /xn_le/\xdx ‘C
La 110,0 | 220,0 | 440,0 | 880,0 | 1760 | 3520 A A
A A A A
Lé 116,5 | 233,1 | 466,2 | 932,3 | 1865 | 3729 /m cos (ha) do — SSOADF 2 sen(Ax)
Si 1235 | 246,9 | 493,9 | 987,8 | 1976 | 3951 A
Az) — A A
/msen()\m)d:v = sen(Az) >\2$COS( 2) +C




It —l<t<l1

Questao 1.(A) (0.8pt) A decomposicdo em série de Fourier de f(t) = { f|(t +2)= (), tER produz

1 4 1 1 1 1
ft) = = (cos(wt) + 32 cos(3mt) + = cos(5mt) + - cos(7mt) + 9 cos(9mt) + - - +>, teR

1
O equacionamento de f’ (5) = 1 implica:

()l4odotitiqp..=2
3 5 79 4

1 1 1 1 s

1l 4 -4+ 4...=°C
) 3+5 7+9+ 4
3 5 7 9 4

1 1 1 1 2

14 _Z4= -
) 3+5 7+9jL 4

() nenhuma das alternativas anteriores

Questao 1.(B) (1.6pt) Considere a funcio f(t) = 8cos?(t). Calcule os coeficientes da expansao em série de Fourier
de f(t) e assinale na primeira coluna a representacdo trigonométrica e na segunda a representacao exponencial.

c- 3 m 2nit
= " O X (st -ga)e
+1 2n?41
() 3+ 8; <2n 1 cos(2nt) + o1 sen(2nt)) ne—oo
[g—r —2it 2it b _ait
() 3+4cos(2t) + cos(4t) () 5¢ +2e770 + 34 2e —5¢
1 ] ) . . b o
() 3+4cos(t) + 2cos(2t) + cos(3t) + 3 cos(4t) () %e‘m + 2ie”" + 3 — 2je™ — %em
1 . X ) 1,
() 3+ 4sen(t) + 2sen(2t) () 56—4115 4 0e-2it 4 g4 9p2it | 56411:
() nenhuma das anteriores
() nenhuma das anteriores
Questao 2. (0.8pt) Considere f(t) = te”!!l. Sobre a transformada de Fourier F(w) de f(t), é correto:
—4iw
Flw) = ——%
—2iw
Flw) = ———
() Flw) =
—2w
Flw)= ——
() Flw) = s
1—w?
Flw)= ——
() Flw) = o
nenhuma das alternativas anteriores
() nenhuma das al i i
Questao 3. (1.6pt) Resolva o seguinte problema de difusao de calor: { iz(‘gtc%,)t)zfé(uxm_(ii, t)=0
Assinale na primeira coluna a transformada de Fourier U (k,t) = F{u(xz,t)} e na segunda a solucao u(z,t).
1 @2
() Ulkt) = ik 2%t () u(z,t) = T¢ 7
1 2 1 2
Uk,t) = ——=eF t/4 w(z,t) = —e™ 7
() Utk = —= () wlant) = =
_ —k?*t/2 2 2
() Uk,t)=eY () ule,t) = ——e
B 7t
et 2
() Ulk,t) = —=eF1/1 1 _@?
2v/mt u .’L',t = ——¢ ¢
v () ) = —=

() nenhuma das alternativas anteriores ) )
() nenhuma das alternativas anteriores



Questao 4. (1.2pt) Considere a funcao f(t) = cos(4nt) 4+ 2sen?(rt). Sobre o diagrama de espectro de médulo
(primeira coluna) e diagrama de espectro de fase, estao corretos:

1.0 + ™
() () -
0.751 2T
—47 27
0.5+ —— ¢ %3,
2w 47
T
0.251 9T
1 1 T 1 1 wn -TT
—47 =27 21 47
|Ch| bn
1.0 o
() ()
0.754 s
) 2
—4r =2
0.5 1 —e 1 1 ‘_[Un
2T 47
0.25 z
. N 2 —
! ! ! ! - T 7T
—4r =27 2w 47 Wn
|Ch| bn
10 T w4
() ()
0.754 T
2
2T 47
051 —
—4r =27
0.254 Tl
2
1 1 1 1 wn —TT +
—4r =27 c |27r 47
o " On
7r4%
() ()
0.751 T
2
051 —Ar =2 l
—e 1 \ 4 ‘_[Un
47
0.254 __ 1
2
T T T T e
—47 =27 21 47 Wn T

() nenhuma das alternativas anteriores . .
() nenhuma das alternativas anteriores



Questao 5.(A) (1.0pt) Obtenha os coeficientes {a,}, {b,} da série de Fourier da funcao periddica
g(x) = 2sen®(x) + 3 cos(2x)

Questao 5.(B) (1.0pt) Considerando os coeficientes {a,}, {b,} da série de Fourier da fungéo periédica
T

2 cos(x) , X E (—5,5)
= T T .
f(z) 0 € [~ _5] U[§’ ) representada na figura abaixo
flx+2m) ,zeR
Yy
o™ o™
o \ ¢ \
’ Y ’ .
’ Y 14 ’ Y
o ) ’ [y
’ [y ’ Y
’ [} ’ s x
|- i ] Il Il | —— L L Il Il L L e | Il Il 4 |
|l e T T T = 1 1 T T 1 1 |l T T T il |
-3 —T T 3
ag a1 as az ay by bo

preencha com os valores numeéricos:




Questao 6 Considere o problema
{ us + 2u, = —u, para todos x € R, ¢ > 0
u(z,0) = f(z),z €R
6A.(0.8pt) Obtenha a transformada de Fourier F(-) de f(z) = e 1|,z € R

6B.(1.2pt) Encontre a solucao u(z,t) (e a respectiva transformada de Fourier U(-,¢)) do problema do enunciado para
f(z) conforme definida em 6A.

Bom Trabalho.



