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Regras Gerais:

e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicagao.

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consul

ta além do fornecido.

e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.

Regras para as questoes abertas:
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matematicas usadas, em especial, iten:

e Use notagdo matematica consistente.

Propriedades das transformadas de Fourier: considere a notagao

s da tabela.

F(w) = F{f(®)}.

1. Linearidade Flaf(t)+Bgt)} =aF {f(t)} +BF{g(®)}
2. Transformada da derivada Se . hgl ft) = entdio  F{f'(t)} = iwF{f(t)}
—+oo
_ . ’ _ ~ " a2
Se lim f()= lim f(1)=0, entio F{f"(t)} = ~w’F{f(1)
3. Deslocamento no eixo w F{e®f(t)} = F(w +ia)
4. Deslocamento no eixo ¢ F{f(t—a)} = e 1 F(w)
F
5. Transformada da integral Se F(0) =0, entao {/ flr } (w)
1
6. Teorema da modulagao FA{f(t) cos(wot)} = §F(w —wo) + §F(w + wo)
7. Teorema da Convolugao F{(f*g9)(®)} = F(w)G(w), onde (f=*g)( / f(n)g(t —7)dr
(F* G)(w) =20 F{f(t)g(t)}
8. Conjugacdo F(w) = F(—w)
9. Invers@o temporal F{f(-t)} = F(—w)
10.  Simetria ou dualidade f(—w) = —F{F(t)}
™
11.  Mudanga de escala F{f(at)} = iF (E> , a#0
la| \a
12.  Teorema da Parseval / [f(t)|2dt = — / F(w)|*dw
13. T |2
eorerr}a. da Parse\fal T / (t)|2dt = Z [Ch|
para Série de Fourier n=—o0

Séries e transformadas de Fourier:

Forma trigonométrica

Forma exponencial

Série de Fourier fit) = a0
2 n=1
2
onde wy, = ﬂ,
T

2 T
0= ;/0 F(t)dt =

2 T
an = ?/(; f(t) cos(wnt)dt =

%/{;T f(t)sen(wnt)dt = T/

o
3
Il

+ Z [an cos(wnt) + by, sen(wnt)]

T é o periodo de f(¢)

2 T/2
e L RO

T/2
T / T/2

f(t) cos(wnt)dt,

T/2
) sen(wnt)dt
T/2

o0

§ Cvneiwnt7
n—=—oo
an — tby

onde C), = 2

Transformada ft)=

de Fourier

1 o0
p /0 (A(w) cos(wt) + B(w) sen

(wt)) dw, para f(t) real,

onde A(w) = /;00 f(t) cos(wt)dt e B(w) = /_00 f(t) sen(wt)dt

ft)= / F(w)etdw,

onde F(w) = /00 Ft)e™tat




Tabela de integrais definidas:

1. s e cos(mz)dzx = P (a>0) 2. ; e~ ** sen(mz)dr = P (a>0)
oo
3. / cos(ma) | T —ma (a>0, m>0) 4. zsen(ma) T —ma (a>0, m>0)
o a?+2z22 2a a? + 22 2
™ ™
57 n<m 5, m >0
. /wwd:ﬁ: om0 | /wwm: 0, m=0
0 x 4’ - ) n> 0) 0 x
0, n>m -3 m<0
[e o] - [ee] m2
7. / e gy = VT (r>0) 8. / e—a’a? cos(ma)dx = ﬁeim (a>0)
0 2r 0 2a
b . 2am > "
9. / ze” “Fsen(mz)dr = —H——— (a>0) 10. / e~ % sen(mz) cos(nz)dr =
0 (a® +m?) 0
2 2 2
- m(a J;mz n?) — (@>0)
(a® + (m —n)?)(a® + (m +n)?)
e} 2 _ 2
11. /0 ze” %" cos(mz)dr = ﬁ (a>0) 12. ;405_:121 = ;?e*m“(sen(ma) + cos(ma))
oo 2 x
13. / Mdm |m|I 14. erf(z) = — e % dz
0 z? 2 VT Jo
z (0 <m < 2a)
—, m < 2a
4 T (0 <m<n)
> sen?(ax sen(mz) 2 sen(mx) sen(nx) 2
15. do = I (0 < 2a =m) 16. — 2 dr= ™
8 z 5 (0<n<m)
0, (0 <2a<m)
e} 2 3 2 _ 2 2 -3 2
17. /o z2e™ 9% sen(ma)dx = % (a>0) 18. z2e 9% cos(maz)da ?{EZ m:)l?’) (a>0)
> cos(mz) o —ma  (a>0, * xsen(mzx) .  TM ..
19. A mdm—ﬁ(lera)e m > 0) 20. /0 @122 T = e (a>0, m>0)
o 22 cos(ma) ™ _ (a>0, o0 my/m _m2
21. ~/0 mdw = E(l — ma)e” ™ m > 0) 22. /0 ze” 4" sen(mx)dr = P 4.2 (a > 0)
Identidades Trigonométricas:
cos(z) cos(y) = cos(z +y) ;— cos(z — y)
__cos(z —y) — cos(z +y)
Frequéncias das notas musicais em hertz: sen(z) sen(y) = 2
Nota \ Escala 2 3 4 5 6 7 sen(z + y) + sen(z — y)
sen(zx) cos(y) =
Dé 65,41 | 130,8 | 261,6 | 523,3 | 1047 | 2093 2
D6 t 69,30 | 138,6 | 277,2 | 554,4 | 1109 | 2217 .
Integrais:
Ré 7342 | 146,8 | 293,7 | 587,3 | 1175 | 2349 -
A —
Ré # 77,78 | 155,6 | 311,1 | 622,3 | 1245 | 2489 /"36 fdr= (e -1)+C
Mi 82,41 | 164,8 | 329,6 | 659,3 | 1319 | 2637 : o0 o
22eM dp = M i_i+7 +C
Fa 87,31 | 174,6 | 3492 | 698,5 | 1397 | 2794 Y et
Fa 92,50 | 185,0 | 370,0 | 740,0 | 1480 | 2960 /mne)‘T do— Lonre 2/ N1 Aegy 4 O
Sol 98,00 | 196,0 | 392,0 | 784,0 | 1568 | 3136 A
Sol 103,8 | 207,7 | 415,3 | 830,6 | 1661 | 3322 A A A
ol ¢ ’ ’ ’ ’ /xcos()\z)da::cos( :c)—i—;csen( x)+C
La 110,0 | 220,0 | 440,0 | 880,0 | 1760 | 3520 A
La ¢ 116,5 | 233,1 | 466,2 | 932,3 | 1865 | 3729 /I cen () dr — 50 (Az) — ;\x cos(Aa)
Si 123,5 | 246,9 | 493,9 | 987,8 | 1976 | 3951 A
2X A Ng? —2 A
/:r2 cos (Az)dx = @ cos( z)+(}\3x Jsen(Az) +C

/m2 sen (A z)dz = 5

22z sen(Az) + (2 — A\222) cos(Ax) ‘C




e Questao 1 (2.0 pontos) Considere a fungao dada por:

f= 3 _ 5 g
n=1 n=-—oo

201 w2 <01 wd
Sabendo que — = — e que — = —, responda:
4 ; 2 6 4 nX::l nt 900 P

Modbdulo de Co

Periodo fundamental () |Ce|= @
() Tr=1 12
() Ty=mn/2 () Il =
() Ty=m 1
() 1G] =5
(X) Ty =2n 2
1
() NDA (X) IC2l = ¢
() [C2f=1
1 T
Poténcia Média — / |f(8)|%dt
T Jo
Valor médio — /T F()dt m
alor medio — X) Py = —
T Jo X Pr=1%
xX) 0 b ol
() 1/2 () Fr=g
()1 o
() Pr=—
() 3/2 6
2
()2 p,=
() Pr=15
() N.D.A
2 1
Solugdo: Como a frequéncia angular fundamental é 1, o perfodo fundamental é Ty = Tﬂ' = 27w. Também, como az = 1 e by =0,
— b 1 1
temos Cy = 42702 —. Assim, |C2| = 3
O valor médio é dado por
ao
Co=—=0.
07
Para calcular a poténcia média, usamos o teorema de Parseval:
e 2 — 2
7 rera= Y el
n=—oo
— b 1 1 1
Usando que Cp =0e Cp, = % =5 temos |Cr| = oz © |Cn|? = e Portanto,

1T 5 =1 174 7t
= t)2dt = |Co|? + 2 — = =
T/O £ ICol” + ;47# 290 180

e Questdo 2 (1.0 ponto) Considere os diagramas de espectro de magnititudes das funcdes f(¢t) e g(t) dados abaixo:
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Sabendo que f(t) e g(¢) representam silvos de um instrumento de sofro produzindo a nota 14, assinale as alternativas que sdo compativeis
com os diagramas dados:
(X) A duragao do primeiro silvo é quatro vezes a duragdo do segundo silvo

Frquéncia fundamental e tem a mesma amplitude.

55 Hz
) () A duragdo do segundo silvo é quatro vezes a durag@o do primeiro silvo
(X) 110 Hz e tem a mesma amplitude.
() 220 Hz () A duragao do primeiro silvo é quatro vezes a duragao do segundo silvo
() 330 Hz e tem quatro vezes a amplitude.
() 440 Hz () A duragao do segundo silvo é quatro vezes a duragao do primeiro silvo

e tem um quarto da amplitude.



Solugao: Olhando a tabela de notas 14, observamos que as frequéncias possiveis, em Hertz, sdo 55, 110, 220, 440 e 880.
No gréafico, aparecem as seguintes frequéncias: 220, 330 e 440. A maior frequéncia que divide as trés primeiras é 110Hz.
Observe que a primeiro Silvo é da forma f(t) = f1(¢)f2(t), onde fi é periédica e fo é uma fungdo que dé a duracdo do Silvo, por
exemplo, fo pode ser a seguinte fungao:
- 1, [t|<a
ro={§ 5

Aqui, 2a é a duragdo do primeiro Silvo. Observe que as frequéncias dos dois silvos sdo as mesmas, mudando apenas a fung¢do que dé a

duracgdo do Silvo. E compativel dizer que g(t) = f1(t) f2(bt). Temos, pelo teorema da Convolucdo e da propriedade de mudanga de escala
as seguintes expressoes:

F(w) = F{f(t)} = FLAMD f2(8)} = %m(w) v Fy (w)
Gw) =F{g@®)} = F{falt) f2(bt)} = %Fl(w) * F{f2(bt)} = %Fl(’w) « Fy (%) )

Quando olhamos os dois gréaficos, observamos que b = 4, pois o segundo Silvo é quatro vezes mais baixo que o primeiro. Assim, g(t) =
f1(t) f2(4t), fazendo o primeiro Silvo ser quatro vezes mais rdpido, porém com a mesma amplitude.

e Questao 3 (1.0 ponto) Considere a fungéo periédica dada pelo gréfico abaixo:

f(t)

2
I l_l_* I
| | | | |
| | | | |
| ] I I ! | o I I ! | ] I
I T T T 1 v T T T I T 7
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E correto afirmar que
2
() A fungdo é impar de frequéncia angular fundamental ?W
2
s L 27 (X) a0 =—¢
() A fungdo é par de frequéncia angular fundamental — 5
3 2
- . N 2w () a=—=
() A fungdo ndo é par nem fmpar e a frequéncia angular fundamental 3 3
2m () ao=0
(X) A fungdo nédo é par nem fmpar e a frequéncia angular fundamental + O) 2
ap = —
3
2
() A fungdo ndo é par nem fmpar e a frequéncia angular fundamental IW 0) 2
ap = —
5

2
() A fungdo é impar de frequéncia angular fundamental ?ﬂ—

2
Solugao: Periodo 5, frequéncia angular fundamental —ﬂ-.

5
2 (5 2 2
ao = 5/0 fdt =3 (<241 =2
e Questao 4 (1.0 pontos) Considere as fungdes dadas por:
f@&) = te2M
g(t) = tcos(3t)e 2!
Assinale as alternativas que indicam, respectivamente, F'(w) = F{f(t)} e G(w) = F{g(t)}.
F(w) G(w)
) —8w () - 4(w + 3) B 4(w — 3)
@itz (@+32+47  ((w-23)2 14
() 8w () - di(w+3)  di(w-3)
(w2 +4)2 (w+3)2+4 (w—3)2+4
) —8w ) 4(w + 3) 4(w — 3)
(w?+ 47 (w+32+47 " ((w-3)2 + 12
X) —8iw O) 4i(w + 3) 4i(w — 3)
(w? 4 4)2 (w+3)24+4 (w—3)2+4

() ND.A (X) N.D.A



Solugao:

Bl .
F(w) = / te 2wt gy
— 00

o0 oo
/ te= 21t cos(wt)dt — 1/ te~ 2t sen(wt)dt
— o —oo

o0
—Zi/ te~ 2!t sen(wt)dt,
0

onde usamos que sen(wt) e ¢ sdo fungdes fmpares e cos(wt) e e 21l sao pares. Assim, usando o item 9 da tabela com a = 2 e m = w,
temos:
8iw
F(w = .
(w) e
Usando a propriedade da Convolugao, temos:
4i(w — 3) 4i(w + 3)

Gw) =

@t w322 (4t (w322



e Questdo 5 (1.0 pontos) Assinale as alternativas que melhor representam os diagramas de espectro de amplitude e fase da fungéo

F(t) = 3+ 4cos(2nt) — 4sen(2nt) — 2 cos(4mt) + sen(67t) (amplitude na primeira coluna e fase na segunda).
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Solugao: Temos:

W
2
a = 4
by = -4
ay = =2
b = 0
az = 0
bs = 1.
Portanto,
Co = 3
by A4 4i ;
o = BT At o oo oyzein/e
2 2
cy = a2 — iba =i
2
Cc; = _Ezle—iW/Q
2 2

e Questao 6 (2.0 pontos) Um fluido se desloca em um tubo termicamente isolado com velocidade constante v de forma que a evolugdo da
temperatura u(z,t) como uma fungio da coordenada z e do tempo é descrita pelo seguinte modelo simplificado:

Ut — VUy — Ugg = 0.
Sabendo que no instante t = 0, a temperatura foi bruscamente aquecida em uma regidao muito pequena, de forma que podemos considerar
u(z,0) = 5006 (zx).

Use a técnica das transformadas de Fourier para obter a solugdo desta equagao diferencial quando v = 2m/s.
Solugao: Aplicamos a transformada de Fourier na equacao para obter

U —vikU + k2U =0,

onde usamos F{u} = U(k,t), F{uz} = ikU(k,t) e F{uzz} = —k2U(k,t). A tranformada de Fourier da condigio inicial toma a forma

U(k,0) = 500,
onde usamos a propriedade da filtragem para integrar a funcdo delta de Dirac, isto é,
(e o)
F{o(x)} :/ S(z)e—FTd = 1.
— 00
Por separagao de varidveis, temos
U,
=t = vik — k2.
U

Integramos para obter
In|U| = (vik — k%)t 4 C,
ou seja,
U = owik=k>)t pr

onde M = e ¢ uma constante. Como a condigdo inicial nos d4 U(k,0) = 500 e, pela tltima expressao U(k,0) = M, concluimos que
M = 500. Logo,

Uk, t) = 500e(vik=k")t,
A solugao é dada por
. 2 : 2
u(z, t) = F~1{500e(VF—F)t) = 500 F 1 {e?*te— k1Y,

_ _ 1.2
Primeiro, vamos calcular F~{e7*"t}:

]:—l{e—k2t} QL o e—k:2teikmdk

T J—oc0
1 oo 2 el 2

= 5 |:/ ek tcos(km)dk—l—i/ e * t sen(ka)dk
i —oo —o0
1 o0

= 7/ ekt cos(kz)dk,
T™Jo

onde usamos as propriedades de paridade das fungdes envolvidas. Assim, pelo item 8 da tabela com a? =t e = m,

F*l{ekat} — l \/%6712/41&
T2/t

_ 1 6712/4t.
2v/mt

Portanto, usando a propriedade do deslocamento, temos:

250
u(e,t) = e (THoOT/A



e Questdo 7 (2.0 pontos) Sejam f(¢) uma funcéo cuja transformada de Fourier é dada por F(w) = F{f(t)}. O gréfico abaixo apresenta
o diagrama de espectro de magnitudes de F(w).

|[F(w))]

2 +

1 +

| |
1 T T 1

—2 -1 0 1 2
Esboce a diagrama de espectro de magnititudes da transformada de Fourier da funcdo g(t) = f’(t) cos(3t)
1
Solugdo: Seja h(t) = f/(t), entdo H(w) = iwF(w). Também, G(w) = 5(
(1H(w +3)| + [H(w — 3)|).

w

H(w+ 3) + H(w — 3)). Primeiro vamos fazer o gréfico
intermedidrio de |H(w)| = |w||F(w)|, depois o gréfico pedido de |G(w)| =
[H (w)]
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