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Regras Gerais:

e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicagao.

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consul

ta além do fornecido.

e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.

Regras para as questoes abertas:
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matematicas usadas, em especial, iten:

e Use notagdo matematica consistente.

Propriedades das transformadas de Fourier: considere a notagao

s da tabela.

F(w) = F{f(®)}.

1. Linearidade Flaf(t)+Bgt)} =aF {f(t)} +BF{g(®)}
2. Transformada da derivada Se . hgl ft) = entdio  F{f'(t)} = iwF{f(t)}
—+oo
_ . ’ _ ~ " a2
Se lim f()= lim f(1)=0, entio F{f"(t)} = ~w’F{f(1)
3. Deslocamento no eixo w F{e®f(t)} = F(w +ia)
4. Deslocamento no eixo ¢ F{f(t—a)} = e 1 F(w)
F
5. Transformada da integral Se F(0) =0, entao {/ flr } (w)
1
6. Teorema da modulagao FA{f(t) cos(wot)} = §F(w —wo) + §F(w + wo)
7. Teorema da Convolugao F{(f*g9)(®)} = F(w)G(w), onde (f=*g)( / f(n)g(t —7)dr
(F* G)(w) =20 F{f(t)g(t)}
8. Conjugacdo F(w) = F(—w)
9. Invers@o temporal F{f(-t)} = F(—w)
10.  Simetria ou dualidade f(—w) = —F{F(t)}
™
11.  Mudanga de escala F{f(at)} = iF (E> , a#0
la| \a
12.  Teorema da Parseval / [f(t)|2dt = — / F(w)|*dw
13. T |2
eorerr}a. da Parse\fal T / (t)|2dt = Z [Ch|
para Série de Fourier n=—o0

Séries e transformadas de Fourier:

Forma trigonométrica

Forma exponencial

Série de Fourier fit) = a0
2 n=1
2
onde wy, = ﬂ,
T

2 T
0= ;/0 F(t)dt =

2 T
an = ?/(; f(t) cos(wnt)dt =

%/{;T f(t)sen(wnt)dt = T/

o
3
Il

+ Z [an cos(wnt) + by, sen(wnt)]

T é o periodo de f(¢)

2 T/2
e L RO

T/2
T / T/2

f(t) cos(wnt)dt,

T/2
) sen(wnt)dt
T/2

o0

§ Cvneiwnt7
n—=—oo
an — tby

onde C), = 2

Transformada ft)=

de Fourier

1 o0
p /0 (A(w) cos(wt) + B(w) sen

(wt)) dw, para f(t) real,

onde A(w) = /;00 f(t) cos(wt)dt e B(w) = /_00 f(t) sen(wt)dt

ft)= / F(w)etdw,

onde F(w) = /00 Ft)e™tat




Integrais definidas

1 /oo =97 cos(ma)d “ (a>0) 2 /oo ~9% en(ma)d L (a>0)
. e cos(mz)de = ——— a . e sen(mz)dr = ——— a
0 a? + m? 0 a? + m?2
Ief‘mla, m >0
. /“M _ Telmla (g 0) n /m&(m@dm: 0, m=0
o a?+2z22 2a 0 a? + 22 x
- e"m‘a, m <0
2
™ ™
57 n<m 5, m >0
. /wwm: T (m>0, 6 /wwdx: 0, m=0
0 T 47 - ) n > 0) 0 x
0, n>m -3 m<0
e} e} m2
7. / et gy = YT (r>0) 8. / e—a’a? cos(mz)dz = ﬁe_m (a>0)
0 2r 0 2a
9 /oo —9% sen(ma)d 2am (a > 0) 10 /Oo ~9% sen(ma) cos(na)d
. ze sen(mz)dr = ———— a . e sen(mx) cos(nz)dr =
0 (a2 +m2)? 0
2 2 2
_ m(a® +m? —n?) (a>0)
(a® + (m —n)?)(a® + (m + n)?)
e} 2 _ 2 e}
11. /0 ze~ * cos(mzx)dx = ﬁ (a >0) 12. /0 ;(4)8.5.7122 T = &%e*m“(sen(ma) + cos(ma))
oo 2 2 T
13. / de = |m|E 14.  erf(x) = —/ e dz
0 $2 2 ﬁ 0
ul (0 <m < 2a)
El m a ™m
> sen?(ax) sen(ma) 4 *° sen(mx) sen(nz) 9 0 <m<n)
15. ————————dz = f7 (0 < 2a = m) 16. — 5 —dz= n
0 x 8 0 z 5 (0<n<m)
0, (0<2a<m)
e} 2 3 2 _ 2 e} 2 2 _ 3 2
17. /0 z2e™ 9% sen(ma)dx = T;I(Z j_ m;; ) (a>0) 18. /0 2™ cos(mx)dr = H (a>0)
©  cos(mz) o ma  (a>0, * xsen(mzx) .  wM _..
19. /0 mdm 103 (14 ma)e m > 0) 20. /0 mdax = (a>0, m>0)
o1 00 42 Cos(mm)d _ " —ma  (a>0, 99 oo 2,2 dw = VT ,%
. by (@122 x = E( — ma)e m > 0) . ; ze sen(max)dz = 13 ¢ (a >0)
Identidades Trigonométricas:
cos(z) cos(y) = cos(z +y) J2r cos(z — y)
Frequéncias das notas musicais em hertz: sen(z) sen(y) = cos(z —y) — cos(z +y)
Nota \ Escala 2 3 4 5 6 7 2
D6 65,41 | 130,8 | 261,6 | 523,3 | 1047 | 2093 sen(z) cos(y) = sen(z +y) + sen(z — y)
2
D6 4 69,30 | 138,6 | 277,2 | 554,4 | 1109 | 2217 I —
ntegrais:
Ré 73,42 | 146,8 | 293,7 | 587,3 | 1175 | 2349 N el
x _ _ —
Ré 4 77,78 | 1556 | 311,1 | 622,3 | 1245 | 2489 /“”e do =<5 (o —1)+C
Mi 82,41 | 1648 | 320,6 | 659,3 | 1319 | 2637 /a:%“ b oA (12 IEEE ) o
P 2 3
Fé 87,31 | 174,6 | 349,2 | 698,5 | 1397 | 2794 AA A
Fé ¢ 92,50 | 185,0 | 370,0 | 740,0 | 1480 | 2960 /mnem do = Longre ; e—ldegy 4 ¢
Sol 98,00 | 196,0 | 392,0 | 784,0 | 1568 | 3136
Sol # 103,8 | 207,7 | 415,3 | 830,6 | 1661 | 3322 /g; cos (Az)de = &2 (Az) +/\)2‘x sen (Ax) +C
L& 110,0 | 220,0 | 440,0 | 880,0 | 1760 | 3520
& sen (Az) — Az cos (A x)
L& ¢ 116,5 | 233,1 | 466,2 | 932,3 | 1865 | 3729 zsen (Az)dr = 2 +C
Si 123,5 | 246,9 | 493,9 | 987,8 | 1976 | 3951 2,2
’ ’ ’ ’ 2\ A A —2 A
/12 cos (\z) dar = x cos( x)+(>\3:v )sen(Ax) +C
2 A 2 — A2g2 A
/x2sen()\x)d:p: x sen( z)+()\3 ) cos( x)+C




e Questao 1 (0.5 ponto por item - total de 3.0 pontos) Considere as seguintes duas fungdes que modelam duas ondas sonoras:

f(t) = 2 4 3cos(4407t) + 3 sen(4407t) 4 2 cos(6607¢t) — 2 sen(6607t) — cos(880mt) + sen(11007t)

e
g(t) = 2 + cos(2207t) + sen(2207t) — 3 cos(4407t) — 3 sen(4407t) — cos(660mt) + cos(8807t)
Marque a resposta correta para cada item.
uais sao as notas musicais que representam . .
(?s sinais f(1) e g(t), respecti\tzlamenlge? O som produzido pelo sinal f(2t) + g(3t) representa:
() L4 da escala 3 e L4 da escala 2 (X) Uma tnica nota - L4 da escala 2
() La da escala 4 e La da escala 3 () Uma finica nota - L4 da escala 3
() L& da escala 5 e L4 da escala 4 () Uma finica nota - L4 da escala 4
() L& da escala 3 e L4 da escala 3 (1) Uma tinica nota - Mi da escala 3
(X) L4 da escala 2 ¢ L4 da escala 2 () Duas notas - L4 da escala 2 e Mi da escala 3.
Escrevendo Dpe?¥nt D, = |Dyle'®", temos:
Escrevendo f(t) Z Cre'™nt temos: 9t n;oo n = Dnl
n=-—oo
2
() w =110,C1 =0e Cy =2 +1i. ()w1=110,\D1\:§e¢1=£.
3—3
= = = 1
() w1=220,C1=0eCs 5 ()w1=110,\D1\=56¢1=*£-
() 4407, Cy =0 e Oy = 2= V2
wy = 440m, =0eCq = .
! ! ! 2 (X) wy = 220m, |D1|=7c¢>1:—£
3—31
(X) w1=2207T,C1:0602= 5 . \/i T
5 () w1:2207r,|D1|:7e¢1:5.
-3
w1 = 2207, C1 = eCy=1+41.
() w ! ? () wi =220, |D1|:1e¢1:—g.
1 T
O valor médio do sinal f(t) dado por T / F)dt é: Poténcia média do sinal g(¢) dada por — / t)|%dt é:
0
()o. ()3
()L ()5
(X) 2. ()8
()4 ()12
() 8 (X) 15

Solugdo: A frequéncia angular fundametal de f(t) é 2207 e a frequéncia angular fundamental de g(¢) é 220r. Em ambas funcdes,
todas as frequéncias sdo multiplas de 2207 rad/s. Como 220 rad/s é igual 110 Hz, ambas as notas sdo L4 na escala 2.

Pela propriedade da mudanga de escala, sabemos que f(2t) produz uma nota com o dobro da frequéncia de f(t), ou seja, 220 Hz (L4
da escala 3) e g(3t) produz uma nota com o triplo da frequéncia de g(t), ou seja, 330 Hz (quase um Mi da Escala 4 - 329,6 Hz). Observe
que, 110 Hz é uma frequéncia fundamental para a soma das duas notas, pois 330 e 220 ambas multiplos de 110.

Para f(t), temos a1 =0, by =0, azg = 3 e bp = 3. Assim,

— b 3—3i
Ci =0 e CZ:M: v

2 2
1

Para g(t), temos a1 =1, by = 1, ou seja, D1 = Tz Assim, |D1| = 4/(1/2)2 + (1/2)2 = £ e ¢ = 7%

O valor médio é o coefiente 90 _ 9

A poténcia média pode ser calculada pelo teorema de Parseval. Para isso, listemos todos coefientes de g(¢): ap =4, a1 =1, b1 =1,

1—1 -3+ 3 1 1 2
a3 = =3,by = =3,a3 = —1, a = L. Assim, Do =2, Dy = — ! Dy = % Dy =~ e Dy = . Assim, |Do| = 2, |Dy| = %
3 1 1
|Ds| = \/ , |D3| = = e |D4| = —. Portanto,
2 2 2 2 2 2 18 1 1
T ‘dt |Dol* + 2(|D1]|* + |D2]* + | D3| +|D4|):4+2(Z+I+Z+Z):15

e Questdo 2 (0.5 ponto por item - total de 1.0 ponto) Seja f(t) = e*t2, F(w) = F{f®)}, g(t) = FH{F(w — 10) + 2F (w) + F(w + 10)}
e h(t) = F H{—w?F(w)}

Marque a resposta correta para cada item.

g(t) h(t)
() g(t) = 2¢~" cos(10t) () h(t) = 2ie=t* (22 — 1).
() g(t) =4~ cos(10t) (X) h(t) =2e7% (242 — 1)
() g(t) =2¢ cos(5t) () h(t) = —2te™"".
() g(t) = 2¢~" cos?(10t) () h(t) = 2tie—t"
(X) g(t) = de™*" cos?(5¢) () () =12

Solugao: Pela propriedade da modulacao, temos que F{f(¢)cos(5t)} = (F(w + 5) + F(w — 5))/2. Quando aplicamos a mesma
propriedade pela segunda vez, obtemos:
(Flw+545)+ Fw+5—5))/2+ (F(w—5+5)+ F(w—5-15))/2  F(w+ 10) + 2F(w) + F(w — 10)

F{f(t) cos®(5t)} = 5 _ |




Dado que f(t) = 6_t2, temos:
Flae™* cos?(5t)} = F(w + 10) + 2F (w) + F(w — 10)
Pela propriedade da transformada da derivada, temos F{f'(t)} = iwF(w). Aplicando novamente a mesma propriedade novamente,
F{" (1)} = —w”F(w). Logo,
h(t) = f(t) = (—2te=t") = 42e™t" — 27t = (412 — 2)et”
e Questao 3 (0.5 ponto por item - total de 1.0 pontos) Considere trés funcdes f(t), g(t) e h(t) e suas respesctivas transformadas de Fourier
F(w), G(w) e H(w). Abaixo estdo apresentados os diagramas de espectro de magnitudes das trés fungdes.

|F(w)] |G (w)] |H (w)]
3.0 + 3.0 + 3.0 +
2.5 + 2.5 + 2.5 +
2.0 2.0 2.0
15 + 15 + 15 +
10 + 10 + 10 +
0.5 + 0.5 + 0.5 +
| ! | | | | | ! |
T I I I w T T T 1 w T I I I w
0o 1 2 3 4 0o 1 2 3 4 0o 1 2 3 4

Assinale em cada coluna o item que é compativel com os graficos.

() g@®) = rf(2t)

() 90) = 320 () £0) =20 W)

. () 9t)= (7))

() rw=a(3) () b)) =27 *9))
1

() h(t) =2f (%) (X) £() = 5(hx9)(t)

() 76 = 19 (g)

1 t
Solugdo: Observemos que, pela propriedade da mudanga de escala, g(t) = 2f(2¢) ou, f(¢t) = 59 (5) Também, pela propriedade da

1 1
convolugio, temos |F{(h-» 9)()}| = [H(w)||G(w)l. Como [F(w)] = L[Hw)|G(w)], entao £(2) = 1 (hs g)(0).
e Questao 4 (2.5 pontos) Considere a fungéo periédica f(t) dada no grafico

f(t)

He

P

e sua série de Fourier dada por
oo
fit) = CL?O + Z an cos(wnt) + by sen(wnt).

n=1

a) (0.5 ponto) Calcule o periodo fundamental e a frequéncia fundamental.
b) (1.0 ponto) Calcule os coeficientes ag € an € bp, n > 1.
¢) (0.5 ponto) Simplifique as expressoes dos coeficientes ar, € by, com n € {1,2,3}.

d) (0.5 ponto) Calcule Cp, com n € {1,2,3} e escreva a forma exponencial Cy, = |Ch, |e?¢n

2
Solugao: a) O perfodo fundamental é T' = 6 e a frequéncia angular fundamental é w = Eﬂ- =
b)

™
3 .

2 5
aozgllf(t)dtzl



2 5
by = 6/ F(t) sen((rn/3)t)dt
-1
1 2
-1 / sen((7n/3)t)dt
3./
_ 1 [ cos((mn/3) )}2
T3 /3 1
_ —cos(2mn/3) — (—cos(—mn/3))
- ™
_ —cos(2mn/3) + cos(mn/3)
- ™
<)
o = sen(27/3) +sen(n/3) ﬁ n @ _ @
T T T o 2t o7
sen(4m/3) + sen(27/3) V3 V3
a2 = =——+ — =0
2 2 2
sen(6m/3) + sen(37/3)
a3 = =0
3T
—cos(27/3) + Cos(7r/3) 1 1 1
b = - +—=-
™ 2m T
—cos(4m/3) + cos(27r/3 ( 1 ) 1
by = I,
2m 4m 4m
e — —cos(67/3) + cos(37r/3) R S
P 3 3r  3m 3w
—i 1 .
Ciy = a1 —1ib1 = \/g ! = —eim/6
2m ™
Cy = azx—iba=0
% 1
C3; = by = — = —¢iT/2
s a8 s 3m 3w
e Questao 5 (2.5 pontos) Considere a fungao f(t) dada abaixo.
2
= —"
1® w(4 +t2)
a) (1.5 ponto) Calcule, a partir da definigdo, a transformada de Fourier da funcao f(t).
b) (1.0 ponto) Esboce o diagrama de magnitudes de F'(w) = F{f(t)} e de G(w) = F{f(¢) cos(5t)}.
Solugao:
2 [ 1 ;
F{fmy = = e wigy
vy = 2/ o
_ / cos(wt) — isen(wt) cos(wt) — isen(wt) .,
4412
cos(wt) , sen(wt)

/ F(t) cos((wn/3)t)dt

o
3
Il
(=20 ]

/ cos((mn/3)t)dt

1 [sen((wn/i’») )r
3 /3 1
sen(27n/3) — sen(—mn/3)

sen(2mn/3) + sen(mn/3)

™

W =

Como f(t) é par, temos que

b) Como F'(w)

Aqui, quando |F(w + 5)| estd longe do zero, |F(w —

bem razoavel. Os graficos seguem abaixo:

s é par e ypn

é impar. Logo,

Fifwy = é/Ooo cos(wt) 4,

2

T 4412
_ AT o

T4
2w

= F{f(t)} é real e positiva, |F(w)| = F(w). Pelo propriedade da modulagio, temos que G(w) =

F(w+5)+F(wf5).

2
|[F(w+5)| + [F(w=5)|

5)| é quase zero, de tal forma que a aproximagao |G(w)| ~

2



|[F(w))]




