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Prova da area IIb

Nome: Cartao:

Regras Gerais:

e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicagao.

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.

Regras para as questoes abertas:

e Seja sucinto, completo e claro.

e Justifique todo procedimento usado.

e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matematica consistente.

Propriedades das transformadas de Fourier: considere a notagao F(w) = F{f(t)}.
1. Linearidade Flaf(t)+Bgt)} =aF {f(t)} +BF{g(®)}
2. Transformada da derivada Se . hgl ft) = entdio  F{f'(t)} = iwF{f(t)}
—+oo
_ . ’ _ ~ " a2
Se lim f()= lim f(1)=0, entio F{f"(t)} = ~w’F{f(1)
3. Deslocamento no eixo w F{e®f(t)} = F(w +ia)
4. Deslocamento no eixo ¢ F{f(t—a)} = e 1 F(w)
F

5. Transformada da integral Se F(0) =0, entao {/ flr } (w)

1
6. Teorema da modulagao FA{f(t) cos(wot)} = §F(w —wo) + §F(w + wo)
7. Teorema da Convolugao F{(f*g9)(®)} = F(w)G(w), onde (f=*g)( / f(n)g(t —7)dr

(F* G)(w) =20 F{f(t)g(t)}

8. Conjugacdo F(w) = F(—w)
9. Invers@o temporal F{f(-t)} = F(—w)
10.  Simetria ou dualidade f(—w) = —F{F(t)}

1
11.  Mudanga de escala F{f(at)} = —F (E> , a#0

la| \a
12.  Teorema da Parseval / [f(t)|2dt = — / F(w)|*dw
13. T da P 1 dt = Cn?

eorerr}a. a arse\fa T / ()2 Z [Ch|
para Série de Fourier n=—o0

Séries e transformadas de Fourier:

Forma trigonométrica

Forma exponencial

Série de Fourier

ft) = 020 + nX:I [an cos(wnt) + by, sen(wnt)]
2mn , ,
onde wy, = i T é o periodo de f(¢)
2 T 2 T/2
ag = — ftdt:—/ ft)de,
SN REOUEEY B0
2 T T/2
an = 7/ f(t) cos(wnt)dt = / f(t) cos(wnt)dt,
T Jo T T/2

o
3
Il

T
%/{; f(t)sen(wnt)dt =

) sen(wnt)dt

T/2
T / T/2

o0

§ Cvneiwnt7
n—=—oo
an — tby

onde C), = 2

Transformada

de Fourier

ft)= %/000 (A(w) cos(wt) + B(w) sen(wt)) dw, para f(t) real,

onde A(w) = /;00 f(t) cos(wt)dt e B(w) = /_00 f(t) sen(wt)dt

ft)= / F(w)etdw,

onde F(w) = /00 Ft)e™tat




Integrais definidas

e a o0 m
1. /0 e~ cos(mzx)dx = P (a>0) 2. /0 e~ * sen(mz)dr = e (a>0)
e "™ m>0
. /“’Mdmzle-\mm (> 0) n /m&(m@dm: 0. m=0
o a?+a? 2a o a?+az? 7ﬂ_
——e™* m<O0
2
™ ™
57 n<m 5, m >0
. /oo sen(mx) cos(nx) do — . ms 0, 6 /oo sen(mx) dr=1 0 m=o0
0 T R n=m, oS 0) 0 T
0, n>m -3 m<0
e} e} m2
7. / et gy = YT (r>0) 8. / e—a’a? cos(mz)dz = ﬁe_m (a>0)
0 0 2a
e 2am R,
. ze” “Csen(mx)dr = ————— a . e~ %" sen(ma) cos(nz)dz =
9 “@ sen(ma)ds = —'_ (a > 0) 10 (me) cos(na)d
0 (a? +m2) 0
2 2 _ 2
- m(a J;mQ n?) — (@>0)
(a? + (m —n)?)(a? + (m + n)?)
e} 2 _ 2 e}
11. /0 ze~ * cos(mzx)dx = ﬁ (a >0) 12. /0 ;(4)8.5.7122 T = &%e*m“(sen(ma) + cos(ma))
oo 2 2 T
13. / de = |m|E 14.  erf(x) = —/ e dz
0 $2 2 ﬁ 0
™
—, (0 <m< 2a) ™m
4 — <
> sen?(ax) sen(ma) - *° sen(mzx)sen(nx) . 2’ 0 <m<n)
0 8 0 5 (0<n<m)
0, (0<2a<m)
> _ 2m(3a? — m?) > _ 2a(a? — 3m?)
17. Zemaw do=———~ >0 18. / Zemaw z)de = ————2 (a>0
/0 z%e sen(maz)dx (a2 + )3 (a ) ; e cos(mx) (@ T m2) ( )
©  cos(mz) o ma  (a>0, * xsen(mzx) .  wM _..
19. /0 mdm 103 (14 ma)e m > 0) 20. /0 mdax =1 € (a>0, m>0)
*° 22 cos(maz) T —ma  (a>0, oo a2 my/m ,%
21. /0 mdz = E(l ma)e m > 0) 22. /0 ze sen(maz)dr = 13 ¢ (a>0)

Identidades Trigonométricas:

cos(z + y) + cos(z — y)

cos(z) cos(y) =

sen(z) sen(y) =

cos(z — y) — cos(z + y)

sen(z + y) + sen(z — y)

sen(z) cos(y) =

2 2 2
Frequéncias das notas musicais em hertz: Integrais:
Nota \ Escala 2 3 4 5 6 7 AT
. /a:e)‘zdxz—()\x—l)—‘rc’
D6 65,41 | 130,8 | 261,6 | 523,3 | 1047 | 2093 22
D6 69,30 | 138,6 | 277,2 | 554,4 | 1109 | 2217 . (T2 2 2
64 /J:Zemdx:e’\*(i—%-‘r?)-l-c
Ré 73,42 | 146,8 | 293,7 | 587,3 | 1175 | 2349 AA2 A
Ré ¢ 77,78 | 1556 | 3111 | 622,3 | 1245 | 2489 /mnekw dp = Lgngre _ 1 /anemdm LC
Mi 82,41 | 164,8 | 329,6 | 659,3 | 1319 | 2637 A A
A A A
Fé 87,31 | 174,6 | 349,2 | 698,5 | 1397 | 2794 /x cos (\z) dar = D) +/\21 sen(Az) |
F4 ¢ 92,50 | 185,0 | 370,0 | 740,0 | 1480 | 2960 won (\e) — Aweos (\a)
Sol 98,00 | 196,0 | 392,0 | 784,0 | 1568 | 3136 zsen (Az) dr = 2 +C
Sol # 103,8 | 207,7 | 415,3 | 830,6 | 1661 | 3322 ox 3 222 _ 9 3
: /xQCOS()\Z)dx: zcos(Az) + (A\zx ) sen( :):)+C
L 110,0 | 220,0 | 440,0 | 880,0 | 1760 | 3520 A3
L4 116,5 | 233,1 | 466,2 | 932,3 | 1865 | 3729 2 A 2 — \2z2 A
af /IQSEH()\Z‘)dI: xsen(Azx) + ( . x?) cos( z)+c
Si 123,5 | 246,9 | 493,9 | 987,8 | 1976 | 3951 A




e Questdo 1 (2.5 pontos) Considere a fungéo
fit)=t, —rT<t<m,
estendida periodicamente com perfodo 27, isto é, f(¢ + 2m) = f(t) para todo ¢t € R.
a) (1.5 ponto) Calcule a série de Fourier da funcdo f(t).
b) (0.5 ponto) Calcule a poténcia média da fungdo f(¢) dada por

1 T/2 5
= t)|“dt.
e anCl

¢) (0.5 ponto) Use o teorema de Parseval para concluir que
= 1
Solugao:

a) Como f é uma fungdo fmpar, ag =0 e ap =0, n > 1. Dado que T = 27, temos wy, = n e os coeficientes sdo dados por

1 ™
bn = f/ tsen(nt) dt.

T™J—7

Como o integrando é par,

2 ™
bn = f/ t sen(nt) dt.
™ Jo

{[ t cos( m)L +%/Oﬂcos(m)dt}
( 7rCOS(7l7") 12 [sen(nt)}g)
(-

Integrando por partes, temos

bn =

ERESEERESEE RN

™ cos(ﬂ'n )

2(1

Assim, a série de Fourier de f é

b) A poténcia média é dada por

¢) Aplicamos o teorema de Parseval para obter

1 (7 9 >
P [f()]° dt =
27 ) _n

Il |
Mz (1]
8

Aqui, observamos que, se n # 0, entao

e Cp = 0. Portanto,

—1 e}

1 4 1 1
— HEdt= > S+>
27 /,7r £l = on? +n:1 n2

<1
ZQEE

Usando o resultado do item b), temos:

Logo,



oo

e Questao 2 (2.5 pontos) Considere a funcéo T-periédica f(t) = Z Cre'™n?t cujos diagramas de espectro sao dados nos graficos abaixo.
n=—oo
|Cnl
6 -+
Pn
T
_____ 54— ——— —
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ctr-——-——-——-—-—--—-
4 7 T
I' ______ 1
I | I I | I
T ! T T ! T
3T —4r —Bm 21 -7 o m ZI’T 3m  4m Wn
t—-—-——-
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__________ 2
_—— o4 L
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% w i % w i
—4r =37 27 -7 T 27 3 4 Wn

a) (0.5 ponto) Calcule o periodo fundamental e a frequéncia angular fundamental da funcéo f(¢)

b) (2.0 ponto) Escreva a funcéo f(t) em termos de senos e cossenos.

Solugdo: a) A frequéncia angular fundamental é w = 7, por que 27 e 37 sdo multiplos de 7, mas 37 nao é miltiplo de 27. Portanto,

2

o periodo fundamental é T = — = 2
™
Solugao: b) Os coeficientes dados no gréficos sdo
n 0 1 2 3
|Ch| 4 0 5 2
T ™
Pn m 0 _Z 5
v . ™ ) T 5V2  5v/2i : ™ ) ™ )
Chn 4e'™ = —4 0 5e~i™/4 = 5cos (Z) — 5isen <Z) = - T 5 2¢'™/2 — 9 cos (5> + 2isen (5) =24
] b
onde Cyy = [Cule™®n. Como Cyy = 2% temos:
ag — tbg
COZT:—4i>aO:—8EbO:0-
a] — iby
C1:T:0:>a1:06b120.
— b 5v2 521
Cp= 2T V2 WU eby=5va
2 2 2
—ib
ng%zziiagz()ebngz;.
— b
C4=%=0:>a4:06b4:0.
Portanto,
f®) = a?() + az cos(wat) + bz sen(wat) + bz sen(wsat)

= —4 4 5v/2cos(27t) + 5v/2sen(2nt) — 4sen(3nt).



e Questao 3 (2.5 pontos) Considere a fungéo

1, 5507 < |w| < 11007
Fw) = -
0, caso contrario
e a fungao
g(t) = —2cos(8807t) + 2 cos(13207t).
Neste exercicio, as frequéncia estdo dadas em radianos por segundo. Responda os itens.
a) (1.0 ponto) Calcule f(t) = F~1{F(w)}.

b) (1.5 ponto) Marque em cada coluna quais s@o as notas g(t), g(2¢t), f(t) * g(t), f(t) * g(2t), f(¢) * g(¢/2) e f(¢) * g(¢t/4).

(0.2 ponto) g(t) (0.2 ponto) g(2t) (0.2 ponto)(f(t) * g(t))
() L4 na escala 3 () L& na escala 3 () L4 na escala 3
() L& na escala 4 () L& na escala 4 () L& na escala 4
() L4 na escala 5 () L& na escala 5 () L& na escala 5
() Mi na escala 4 () Mi na escala 4 () Mi na escala 4
() Mi na escala 5 () Mi na escala 5 () Mi na escala 5
() Sem som (Funcéo nula) () Sem som (Funcao nula) () Sem som (Funcao nula)
(0.3 ponto) (f(t) * g(2t)) (0.3 ponto) (f(¢) * g(t/2)) (0.3 ponto)(f(t) * g(t/4))
() L& na escala 3 () L& na escala 3 () L& na escala 3
() La na escala 4 () L na escala 4 () Ld na escala 4
() L4 na escala 5 () L4 naescala b () L& na escala 5
() Mi na escala 4 () Mi na escala 4 () Mi na escala 4
() Mi na escala 5 () Mi na escala 5 () Mi na escala 5
() Sem som (Fungdo nula) () Sem som (Fungao nula) () Sem som (Funcgao nula)
Solugao:
a)
1 [ .
& = — F(w)e'™ dw
21 J_ o

= % /:: F(w) (cos(wt) + isen(wt)) dw

2

= — F(w) cos(wt)dw
2 0
1 11007

= - / cos(wt)dw

7 J5507
1 {sen(wt)i| 1100w

t w=5507
sen(11007t) — sen(5507t)
it

0.2 ponto) g(2t) (0.2 ponto) (f(t) * g(t))

s

(0.2 ponto) g(t)

~ o~~~

L4 na escala 3
L& na escala 4
L& na escala 5
Mi na escala 4

Mi na escala 5

Sem som (Fungdo nula)

(0.3 ponto) (f(t) * g(2t))

L& na escala 3
L& na escala 4
L& na escala 5
Mi na escala 4

Mi na escala 5

Sem som (Funcéo nula)

L& na escala 3
La na escala 4
La na escala 5
Mi na escala 4

Mi na escala 5

Sem som (Funcdo nula)

0.3 ponto) (f(t) * g(t/2))

L4 na escala 3
L4 na escala 4
L4 na escala 5
Mi na escala 4

Mi na escala 5

Sem som (Funcéo nula)

—_~ o~~~
— — — —

— — — — —

L4 na escala 3
L& na escala 4
L& na escala 5
Mi na escala 4

Mi na escala 5

Sem som (Func¢do nula)

0.3 ponto)(f(t/2) * g(t/4))

L4 na escala 3
L4 na escala 4
L4 na escala 5
Mi na escala 4

Mi na escala 5

Sem som (Fungéo nula)



e Questdo 4 (2.5 pontos) Sejam f(t) e g(t) fungdes que possuem transformadas de Fourier e F(w) = F{f(t)} e G(w) = F{g(t)}. O gréfico
abaixo apresenta o diagrama de espectro de magnitudes de F(w).
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a) (0.8 ponto) Esboce o diagrama de magnitudes de g(t) = f'(¢).
b) (0.8 ponto) Esboce o diagrama de magnitudes de h(t) = f"(t).
c) (0.9 ponto) Esboce o diagrama de magnitudes de p(t) = f”(t) cos(2t).
Solugao
a) Como G(w) = iwF(w), temos |G(w)| = |w||F(w)].
|F(w)]
2 1
| | | |
| | | |
| T |
| | | |
| | | |
| ! ! %
w
-2 -1 0 1 2
b) Temos h(t) = ¢'(t) e H(w) = iwG(w). Logo, |H(w)| = |w||G(w)].
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H 2)+ Hw -2 H 2 H(w -2
(w+2)+ Hw ) Como nao hé sobreposigéo espectral, | P(w)| = [H(w+2)| + [H(w = 2)| .

¢) Temos p(t) = h(t) cos(2t) e P(w) = 3 5
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