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Regras a observar: Identidades:
e Seja sucinto, completo e claro. g eiT 4 i
sen(z) = - cos(z) =
e Justifique todo procedimento usado. 2 2
e Indique identidades matemd&ticas usadas, em especial, itens da tabela. _ef—e’" _eft+e’”
senh(z) = —— cosh(z) = ———
e Use notagdo matematica consistente. 2 2
oo
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido. (a+b)" = Z (n) a=iy, (n) - - n! _
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova. j=o0 J J gl(n = j)!
o Mantenha a caderno de questoes grampeado. sen(2x) = 2sen(z) cos(z)
e Niao é peI.'HlltldO o uso de c.alctiladoras, telefones ou qualquer outro recurso cos(2z) — cos? (@) — con? (@)
computacional ou de comunicagao.
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Funcao Gamma
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Tabela de transformadas de Laplace: 8 i(cosh(at) — cos(at))
1 (s* —a?) 2a?
F(s) = L{f(t)} ft) =L7{F(s)}
1
1 . /—Sfaf /Sfb 3(€bt7€at)
5 2Vt
1 1 *(a;b)tl (a—bt>
1 _ e
32 t Vs+avs+b 0 2
1 tn—l 1
_ = —_— Jo(at
8n7 (n 172733"') (Tl— 1)' /82+a2 0(a )
1
i7 L s 3 et (1 + 2at)
Vs 7t (s—a)2 it
1 t 1 VT [ t\F2
3 2 - e -
o ™ @—ay 70 w><m> iy
1 tk’—l 1
& (k>0 I'(k) R (k> 0) Jo(2Vkt)
1 1
1 gat —Se’% e cos(2v/t)
s—a
1 et 1 & L senh(2vD)
—es sen ™
(s —a) ) 5 Vrt
1 1 k -
, (n=1,2,3..) n—leat e kVE, (k>0) e
(s —a)™ (n —1)! 2V 3
1 1
(s — a)k s (k? > 0) %tk_leat ; ln(s) - ln(t) -7 (7 ~ 07 5772)
1 at bt 1 s—a 1 bt _at
(s—a)(s—b)’ (a7#b) a,fb(e — ¢ ) s b t(e € )
s 1 52 +w2 2
oGy @7 7 (e =) () ¢ (ot
1 1 2 _ 2 9
e o sen(wt) In (S SQCL ) n (1 — cosh(at))
: (wt) 1 .
2 + w? cos{w tan (;) R sen(wt)
1 1 1
2 . senh(at) 3 cot 1 (s) Si (t)
s
R cosh(at)
Onda quadrada
a at
i — t
(s —a)? + w? we sen(wt) — tanh (E) £lt) = 1, 0<t<a
s—a s 2 1 -1, a<t<2a
)P fu? et cos(wt) ft+2a)=f(t), t>0
s—a w
1 1
m E(l — cos(wt))
1 1 (wt (wt)) Onda triangular
EYICEI, — (wt — sen(w 1
s2(s2 + w?) w —tanh(g) t/a, 0<t<a
1 1 as? 2 o) = —t/a+2, a<t<2a
7(32 ) ﬁ(sen(wt) — wt cos(wt)) Ft+2a) = f(t), t>0
s 1
m 2w sen(wt)
F(s) = £{f(t)} ) = Efl{F(s)} Retificador de meia onda
52 1 w
BN ) 4wt ¢ —— _ [ sen(wt), 0<t<m/w
(2 + w2)2 2w (sen(wt) + wt cos(wt)) (s +w?) (1 —e w5> f@ { 0, m/w <t < 2m/w

S

- a2 2
Frae e 7Y

ﬁ(cos(at) — cos(bt))

f@+2n/w) = f(t), t>0

w th(ﬂs)
———coth ( —
52 + w? 2w

Retificador de onda completa

f(t) = | sen(wt)|

m o] [sen(at) cosh(at)—
— cos(at) senh(at)]

S 1
(s% + 4a%) Byl sen(at) senh(at))

Onda dente de serra

0<t<a
t>a

f(t) = t/a,
f) = ft—a),




e Questao 1 (2.5 pontos) (Calculo de transformada de Laplace).
a) (0.5) Escreva a fun¢ao dada no grafico abaixo em termo da func¢ao de Heaviside e calcule sua
transformada de Laplace.

f(t)
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b) (1.0) Use o resultado do item a) e a propriedade de fungdes periddicas para calcular a trans-
formada de Laplace da funcao peridédica dada no grafico abaixo.

g9(t)
1 +— — —
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¢) (1.0) Calcule a transformada de Laplace da func¢ao periédica dada no gréfico abaixo usando a
propriedade da derivada.

h(t)

Solucgao:
a) A fungao f(t) pode ser escrita em termos da funcao de Heaviside como

F(&) = ult) —ult —1) —u(t —2) + u(t — 3).

Usando o a tabela de propriedades

e~s 6723 6733
+

LUy =1 - -

S S S

= % (1 — 673) (1 — 6723) .

b) Usando o fato que a fungdo possui periodo 3 e usando a propriedade de fungdes periddicas,
temos:

L{g(t)} = 1_1633 /O g(t)e stdt.

Pelo item a), temos que f(x) = g(z) no intervalo [0, 3], ou seja,

®w |

/0 g(t)e *tdt = /0 f(t)e dt = /OOO fe™dt=L{f(t)} ==-(1—e*) (1 —e ).

Logo,
B (1—e%)(1—e2)
‘C{g<t>} - s (1 o 6_38)




c)
L{W (1)} = sL{h(t)} — h(0).

ou seja,

LR} = ~LU(0) — ~h(0).
Como h(0) =0e L{NW (t)} = L{g(t)} é dada no item b) temos:
(1—e%)(1—e%)

L0} = e



e Questao 2 (2.5 pontos): Considere o sistema massa-mola-amortecedor dado por:
y'() +2/(t) +yt) = f(1)
y(0) = 0
y'(O) = 0,
Resolva o sistema e esboce os graficos das solugoes para cada termo fonte f(t) dado:
a)(1.0) f(t)=0(t—1)
b)(L5) f(t) = ult - 1)

Solucao:
a) Aplicando a transformada de Laplace e usando a propriedade da transformada da derivada,
temos
s%Y (5) +2sY(s) + Y(s) =e*

onde usando a notagao L{y(t)} = Y (s). Logo,

ou seja,
y(t) = (t = e Du(t - 1),

onde usamos as propriedades de translacao nos eixos t e s. Para esbocar o grafico, olhamos a funcao

da forma
|0, 0<t<l1
y(t) = (t—1)e D t>1 '

Observe que a expressao (t — 1)6_(t_1) vale 0 quando t = 1 e tende a zero no infinito. Além disso,
podemos calcular um ponto de maximo fazendo a derivada igual a zero:

—(t—1e "V petD == (—t4+2)e Y =0,

—(t-1

1
isto é, t = 2. Em ¢ = 2, a expressao (t — 1)e ) vale = ~ 0,37. Com essas informacdes podemos
e

tracar um esboco do gréfico.

b) Aplicando a transformada de Laplace e usando a propriedade da transformada da derivada,
temos

—S

e

s2Y (s) +2sY (s) + Y (s) = .

onde usando a notagao L{y(t)} =Y (s). Logo,
e—S
Y(s)= —— .
() s(s+1)2

Usando fracoes parciais, temos

1 A B+Cs A(s*+25s+ 1)+ (B+Cs)s

s(s+1)2 s +(s+1)2_ s(s+1)2




Logo, A+ C=0,2A4+B=0e A=1. Assim, A =1 implica em C' = —1 e B = —2. Portanto,

Yis)=e™ <§+(;2+7_1)82) = (é_(sljls)Q_(sjl)Q) = <§_si1_ (s+11)2)'

A transformada inversa pode ser obtida pela tabela:

y(t) = u(t—1)(1—e D = (t—1)e D)
= u(t—1)(1- te,(t,l))

onde usamos as propriedades de translacao nos eixos t e s. Para esbocar o grafico, olhamos a fungao

da forma
(t) = 0, 0<t<l1
YW=V 1—te®D, 51

Observe que a expressio 1 —te~ "V vale 0 quando t = 1 e tende a 1 no infinito. Além disso, podemos

calcular um ponto de méaximo fazendo a derivada igual a zero:
te™ D — oD — 0= (t — 1)e” 7D =0,

isto é, t = 1. Isso significa que a funcao nao possui pontos de maximo e minimo para t > 1 e é
crescente. Podemos olhar algum ponto de inflexao fazendo a segunda derivada igual a zero:

—te= D e LoD — g = (2 —1)e Y =0,

ou seja, a func¢do possui um ponto de inflexdo em ¢t = 2 e y(2) = 1—— ~ 0,26. Com essas informagoes
e

podemos tracar um esbogo do grafico.

y(t)

1+




e Questao 3 (2.5 pontos): Resolva a seguinte equagao integro-diferencial

t—2f'(t) = /Ot(eT +e ) f(t—T)dr
f0) = o.

Solugao: Aplicamos a transformada de Laplace:

1 1 1
— — 25F(s) = F
2 () <s—1 +3+1) (5),

onde usamos a propriedade da transformada de derivada e a propriedade da convolucdao. Assim,
1 1 1
2s | F(s) = =
(s—lJrerl+ S) (s) s?’

s+1l+s—1+2s(s—1)(s+1) 1
() e

ou seja,

9
82

Logo,
1(s*=1) (s2=1) 1 1
F = — fry —_ — .
() 52 23 255 253 2P

Portanto, usando a tabela de transformadas, temos:




e Questao 4 (2.5 pontos) (Delta de Dirac) Considere a seguinte fungao pulso:

u(t—(2—¢)) —u(t—2)

fo= : ,
onde u(t) é a funcao de Heaviside.
a) (0.5) Esboce o grafico da fungao f. para e = %, €= i ee= 1
b) (1.0) Calcule a transformada de Laplace de f(t) e calcule a limite da transformada quando e

tende a zero.

c) (1.0) Calcule a transformada de Laplace de (¢ — 2) usando a propriedade da filtragem e use o
item b) para explicar o resultado.

Solucao:

a)
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b) Usando as propriedades da Linearidade e da transformada da funcdo de Heaviside, temos:
u(t—(2—¢€)) —u(t—2
ciry - e{H=mmu=2)

_ %L{u(t—(Q—e))}—%E{u(t—Q)}

—(2—¢)s e 2s

e

€S €S

Agora, usando regra de LL’Hopital, temos:

ll_f%ﬁ{fe} = lim -

c) Pela regra da filtragem, £{5(t — 2)} = e~ %, resultado que coincide com item b). Observe que
a funcao delta de Dirac é definida pelo limite de f, quando € — 0 e satisfaz

/ 5t—2dt—1—hr%/ fe(t)dt



Lembre-se que, segundo a interpretacao do calculo diferencial e integral,

/_OO ligolbz‘l(t)dt:/_2 Odt+/2m0fe(t)dt:0,

o0 oo

porém, segundo a defini¢ao da funcao Delta de Dirac podemos passar o limite para dentro da integral
desde que lir% fe(t) = 0(t — 2). Logo,
€E—r

lim /Oo fe(t)e *tdt = /OO 5(t — 2)e*dt = L{5(t — 2)}.

e—0



