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Nome: Cartao:
Regras a observar: Identidades:
e Seja sucinto, completo e claro. sen(z) = v 72‘67” cos(z) = e J;e’“”
e Justifique todo procedimento usado. ¢
e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela. senh(z) = e cosh(zx) = ete™®
2 2
e Use notagdo matematica consistente.
(oo}
o ]
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do (a+b)" = Z (n) a” Iy, (n) = L
fornecido. j=o0 7 J JHn =)
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova. sen(2z) = 2sen(z) cos(z)
e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro 5 2
recurso computacional ou de comunicagao. cos(2x) = cos”(z) — sen” (z)

Propriedades: Séries:
1 Linearidade LA{af(t)+Bgt)} =al{f(t)} +BL{g(t)} oo
:Z 71+x+x2+x3--~, -1<z<1
2 Transformada L{f' )} =sL{ft)} — f(0) =
da derivada L{f”(t)} :52L{f(t)}—sf(0) —f’(O) m
3 an =z+222+33+.--, —1<z<1
3 Deslocamento L{e"f(t)} = F(s—a) (1-z) ne1
no eixo s ~ N 3
e ezzzx—:1+x+x—+x—+ , —co<z<00
4 Deslocamento LA{u(t—a)f(t—a)} =e *°F(s) — nl 3!
no eixo t e—as "=
LA{u(t—a)} = oo 1
In(l+z)=>» (-)"—, -1<z<1
: F(s) a0t
5 Transformada E{/ f(T)dT} =
da integral 0 5 O g2l
_ arctan(z) = nz::()(f 1’ l<z<1
6 Filtragem da / F@)o(t —a)dt = f(a)
. —o0 oo 2n+1
Delta de Dirac — _ z
- sen()_Z( ) ent 1)’ 0o <z < 0o
7 Transformada da LA{6(t—a)} =9 n=0
Delta de Dirac s 22n
cos():Z(—)n , 00 < x < 00
8 Teorema da L{(f*g)t)} = F(s)G(s), =0 (2n)!
Convolucao - A
onde  (fxg)(t / F(r)g(t —)d senh(:v)zz m , —oo<zT< oo
= @n+1)!
1
9 Transformada de L{f®)} = Fpp—y / e T f(r)dr o 2n
fungoes periddicas ¢ 0 cosh(z) = Z ) —o0 <z < 00
n=0
_dr
10 Derivada da LA{tf(t)} = (S) -
transformada (142)™ =1+ Z m(m—1)-- .'(m —n+1) ",
£(2) > - v
11 Integral da Lq—= b = F(s)ds
t s —-1<z<1,m#0,1,2,
transformada

Fungoes especiais:

Funcao Gamma

o0
T'(k) = / zFlem%dy
0

Propriedade da
Funcao Gamma

k>0
n €N

= kT'(k),

=nl,

Funcéo de Bessel
modificada de ordem v

( 1)7” 2m+v
— m!I'(m+v+1) ( )
m=0

-3

Fungao de Bessel
de ordem 0

- mi::O (_ - (2)27”

Integral seno

Si(t):/ot Senmﬁdx

Integrais:

e>\z
/meAz dz = V()\m -H+C

/1,7Le/\ac dz = %mne/\x _ E/mn—le/\xdm+c

A
cos (Az) + Az sen (A z)
/mcos()\m)d:v: 2 +C
/J:sen()\az)dx _ sen (A x) —)\;\$COS()\$) e




F(s) = L{f(®)}

f(8) = £7HF(s)}

Tabela de transformadas de Laplace: 29 Vs—a—+Vs—1b B ! . (bt — eat)
— t
F(s) = £{f(®)} ft) = L7HF(s)} ; - fb)t —
1 30 S e, ( t)
1 5 1 vVs+avs+b 2
1
1 31 — Jo(at
2 2 t N o(at)
1 et 32 s L1 4 2a1)
3 ey (n=1,2,3,...) (n— 1) (sfa)% Jrt
1 1 k—1
4 —, - 1 T t 2
/s N 33 oy (k> 0) m (%> Ik_%(at)
1 t
5 = 24/ = 34 ZeTs, (k> 0) Jo(2Vkt)
52 4 s
tht 35 ie_ﬁ ! cos(2Vkt)
6 oL (k> 0) T s Nz
1 & 1
1 at 36 —es senh(2V'kt)
! s—a ¢ s3 vt
k .2
8 L te® 37 e kv, (k> 0) EELENPES 7
(s —a)? 2V mt3
0o | —1 =123 I n-1ga 38 = In(s) () —,  (y~0,5772)
(s—a)" (n—1)! s
1 1 s—a 1 bt at
10 , k>0 _* 4k—1_at 39 m( ) (et _ e
(s —a)k ( ) r'(k) s—b t ( )
2 2
2
1 L s Syp— o] om (S5 2 (1 - cos(ut))
(s—a)(s—b) a—b s ¢
s 1 52 — a? 2
19 at _ 3 bt 41 1 — (1 — cosh(at
(s—a)(s—b)’ (a75) a—b<ae be ) " 52 t( cosh(at))
1 1 1 /w 1
13 o - sen(wt) 42 tan~! (;) n sen(wt)
14 5 j 5 cos(wt) 43 —cot™1(s) Si(t)
s2+w
1 1
15 $2 — g2 a senh(at) Onda quadrada
s
16 cosh(at) as 1 0<t<a
2 _ 42 - = = ’
s 1(1 . 44 Stanh(2) f@) {_17 a<t<2a
17 R — e sen(wt)
(s—a)2+w w ft+2a)=f(t), t>0
18 (sfsa)iﬁ e cos(wt)
1 1 Onda triangular
19 S L1 = cos(ut
s(s2 + w?) wz( cos(wt)) " b oie
1 1 1 as — a
20 - — (wt — t 45 — tanh ( — fo) =49 ¢
s2(s2 + w?2) w3 (wt = sen(wt)) as? ( 2 ) _t +2, a<t<2a
a
1 1
21 a2 M—S(sen(wt) — wt cos(wt)) Ft+2a) = f@©), £>0
s t
22 m ow sen(wt)
52 1 Retificador de meia onda
23 —— — (sen(wt) + wt cos(wt))
2 2)2 2
S l sen(wt), 0<t< ™
w
s
w f(t) =
2 2 2 b2 ’ 1 46 = 9
24 (S +a )(3 + ) m(cos(at) _ COS(bt)) (52 +w2) (1 —e —s) 0, % <t< Eﬂ—
(a® #b7)
2
; f(t+§>=f(t), £>0
25 m vl [sen(at) cosh(at)—
— cos(at) senh(at)] w s Retificador de onda completa
S 1 47 ) coth (—)
26 m 202 sen(at) senh(at)) 524w 2w F(t) = | sen(wt)|
1 1
27 (51— a2) ﬁ(senh(at) — sen(at)) Onda dente de serra
s 1 1 e as t
28 (57— ad) ﬁ(cosh(at) — cos(at)) 48 - m ft) = - 0<t<a

f&)y=f(t—a), t>a




e Questao 1 (2.0 pontos) Resolva a seguinte equagao integral:

f(t)+2 /Ot f(t —7)cos(T)dT = 4e~" + sen(t)

Solugao:Aplicamos a transformada de Laplace para obter:

Logo,

ou seja,

Portanto,

F(s)+2

P |

S 4 1

F —
s2+1 (5) s+1+52+1

2+ 1+2s B 4 N 1
s2+1 s+ 1 0 241

4(52+1)+ s?+1
1P TR Ip
4(52+1)Jr 1
CESIERACESIE
<S+1)2_28+ 1
GHiP T EIp

1 s 1
P T P ER PRENE
4 1 B 8—0—1—1_'_ 1
s+1 (s+1)3  (s+1)2

1 1 1
+8

4

1

4 8
s+l a0 CGrp
1 1 1

7 8 .
s+l Gr?  CGrp

f(t) =4de™t —Tte " + 4t

(s+1)2



e Questao 2 (2.5 pontos) Considere a fungao f(t) dada no gréfico abaixo:

f(t)

Faca o que se pede:
a) (0.5) Escreva f(t) usando a fungao de Heaviside e calcule £{f(t)}.

b) (1.0) Esboce o gréfico da fungao g(t) = tf(t), escreva uma expressao para ¢(t) em termos da
funcao de Heaviside e calcule £ {g(t)}.

¢) (1.0) Caleule £ {t3 cos(2t) £ (1) <t - %) }

Solugao a)
ft)=u(t) = (t—Du(t—1)+ (t —2)u(t — 2)

e~ s 6—25

LUH) = -

Solugao b) ¢(t) pode ser escrita na forma:

52 52

g(t) =tu(t) + (2 —t)tu(t — 1) — tu(t — 1) + (¢t — 2)tu(t — 2)

Usando a propriedade da derivada da transformada, temos:

LAtf()} = _4 F et 6—25]

ds | s 52 52

1 e~ s e~ s 6—28 6—25
- E_Q?_ 52 +2 52 +2—3
f(t)
2 .
1 .

t

0 | w i i

Solugao c) Usando a propriedade da filtragem, temos:

L {t3 cos(27t) (t — %) f(t)} = /0 h t3 cos(2mt) <t — %) f(t)e stdt



e Questao 3 (1.5 pontos) Use técnicas algébricas, propriedades das transformadas de Laplace e as
tabelas fornecidas para calcular a transformada inversa de Laplace da seguinte funcao:

s+1
s(s+2)%2(1 —e)

1
— 675]
SolugaoPrimeiro usamos uma expansao em série de Taylor para escrever

s+ &
F(s) = 3+22;6

Depois, deixamos as exponenciais um pouco de lado e separamos em fragoes parciais os demais
termos:

F(s) =

[Dica: use uma expansao em série de Taylor para ]

s+1 __A+ B N C  A(s+2)?4 Bs(s+2)+sC
s(s+2)2 s s+2 (s+2)2 s(s+2)?
Obtemos o sistema
A+B=0
4A+2B+C =1
4A =1
| A= 1 B = 1 C—l Assi
com solucao =pB=—710C=35 ssim
s+1 1 1 1

s(s+2)2 4s  4A(s+2) 2(s+2)?
A transformada inversa de Laplace da tltima expressao é

I 1 5 1
S Spe 2,
1 1° ot

"% é uma translacao no eixo t, portanto, pela propriedade 4, temos:

t) = Zu(t — n) (Z _ 1672(t7n) + 5(1} _ n)€2(tn)>
n=0

A multiplicagao por e



e Questao 4 (4.0 pontos) A temperatura em um forno industrial evolui no tempo conforme o seguinte
modelo simplificado:

dv(t)
dt

onde v(t) representa a temperatura medida no forno e ¢(t) é a poténcia de aquecimento. Considere
v(0) = 18 e use as técnicas de transformadas de Laplace para resolver o que se pede:

= (1) +q(1)

a) (1.5) Calcule a temperatura v(t) quando ¢(t) = 1800(¢t — 1).

b) (2.5) Suponha, agora, que a temperatura é regulada por um sistema de controle automatico que
reage conforme a seguinte equacao:

dq(t)
— = 4 (100 — v(t)) .

Resolva o problema acoplado usando ¢(0) = 0.

Solugao a) Aplicando transformada de Laplace no problema

{ dv(t) _ —4u(t) + 1805(t — 1)

dt
v(0) = 18,
temos:
sV (s) — 18 = =4V (s) + 180e™*
ou seja,
180 18
Vi(s) = -
() s+ 46 * s+4

Logo,

v(t) = 184 + 180u(t — 1)e 41
Solugao b) Aplicando transformada de Laplace no problema

(o)

temos:

ou seja,

(s+4)V(s)—Q(s) =18
40
sQ(s) +4V(s) = —~
Somamos a segunda equacao com a primeira multiplicada por s e obtemos:

400
s(s +4)V(s)+4V(s) = 18s + %

Assim,
18s 400
V =
(s) 52+45+4+s(52+4s+4)
18s% + 400

s(s+2)?



400
Também, como sQ(s) + 4V (s) = —, temos
s

18s% +400  400(s + 2)?
U s2(s+2)? s2(s + 2)?
—725% — 1600  400s% + 1600s + 1600
s2(s + 2)? + s2(s +2)?
32852 + 1600s
s2(s+2)2
328s + 1600
s(s+2)?

Q(s) =

Agora, usamos a técnicas de fragoes parciais:

‘/()_1852+400_AJr B N C  A(s+2)?4 Bs(s+2)+sC
%= s(s+2)2 s s+2 (s+2)2 s(s+2)?
e
0(s) 3285 + 1600 E+ F N G E(s+2)?+ Fs(s+2) + sG
S) =m—7—7-——7— = — =
s(s + 2)? s s+2  (s+2)? s(s+2)2
Logo,
A+ B =18
4A+2B+C =0
4A = 400
e
E+F=0
AE +2F + G = 328
4F = 1600
e, assim, A = 100, B = —82, C'= —236, £ = 400, F = —400 e G = —472. Entao,
100 82 236
Vis) = — _
(s) s s+2 (s+2)?
e
400 400 472
Q) ==~ " Grap
Portanto,

v(t) = 100 — 82¢~% — 236te*

q(t) = 400 — 400e™* — 472te™*.



