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Regras Gerais: Identidades:
e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso eir _ g—iw iw | iz
computacional ou de comunicagao. sen(z) = 57 cos(z) = 5
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido. - . P
e e e
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova. senh(z) = 2 cosh(z) = 2
Regras para as questoes abertas: ~ \
e Seja sucinto, completo e claro. (a+b)" = J)a"mIv, )= T
;}(» (J> jt(n —j)!

e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matema&ticas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matematica consistente.

sen(z + y) = sen(z) cos

(y) + sen(y) cos(z)

cos(x 4+ y) = cos(z) cos

(y) — sen(w) sen(y)

Propriedades: Séries:
1 Linearidade LA{af(t)+Bgt)} =al{f(t)} + BL{g(t)} oo
:Zx”:1+x+x2+x3--~, -l<z<1
2 Transformada L{f' )} =sL{f®)} — f(0) =
da derivada L{f”(t)} = s2L{f(t)} — s£(0) — f(0) . -
5 = an”:x+2a:2+3ar3+-~ , —l<z<1
3 Deslocamento L{e"f(t)} = F(s—a) (1-=) ne1
no eixo s ~ 5 3
s =Y Ci=ldet T, —wm<a<oo
4 Deslocamento LA{u(t—a)f(t—a)} =e *F(s) — n! 3!
no eixo t e—as "=
L{u(t—a)}= i e
In(l+z)=>» (-)"—, -1<z<1
: F(s) =
5 Transformada E{/ f(T)dT} =
. 0 S e 2n+1
da integral arctan(z) = Z(* x  l<z<i
>0 = 2n+1
6 Filtragem da / f@®)o(t —a)dt = f(a)
. —oo co 2n+1
Delta de Dirac sen(x) = Z(_ ) z . o<z <00
_ (2n +1)!
7 Transformada da L{5t—a)}=e"2* n=0
Delta de Dirac o 220
cos( ):2:(—1)71—'7 —o0 < < 00
8 Teorema da L{(f*g)t)} = F(s)G(s), =0 (2n)!
Convolucao o 2t
d t— n
onde  (fx*g)(t /f )g( 7) senh(JE:Z @n 1 D) —o <z < oo
— (2n
. =
9 Transformada de L{f®)} = P / e T f(r)dr o 2
fungoes periddicas ¢ 0 cosh(z) = Z ) —o0 <z < 00
n=0 :
dF
10 Derivada da LA{tf(t)} =— d(S) -
transformada s A+z)™ =1+ Z m(m —1)-- -'(m —n+1) 2",
£(t) > n=1 "
11 Integral da L { —} = / F(38)s
t s —-1<z<1,m#0,1,2,
transformada

Fungobes especiais:

Funcao Gamma

o0
T'(k) = / zFlem%dy
0

Propriedade da
Funcao Gamma

Fungao de Bessel
modificada de ordem v

2:: m!D( m+u+1) ( )2m+y

Funcao de Bessel
de ordem 0

- mi::O (7 - (g)2m

Integral seno

Si(t):/ot sen(®) 4

xT

Integrais:

e>\z
/meAz dz = V()\m -H+C

2
2 Az e [T 2z
d =4+
/$6 €T e (}\ )\2 )\3>

1 n
/$ne/\ac de = Xxne/\ac _ 7/$n—1e/\xd$+c

A
cos (Az) + Az sen (A z)
/mcos()\m)d:v: 32 +C
/J:sen()\az)dx _ sen (A x) —)\;\$COS()\$) e




F(s) = L{f(®)}

f(8) = £7HF(s)}

Tabela de transformadas de Laplace: 29 Vs—a—+Vs—1b B ! . (bt — eat)
— t
F(s) = £{f(®)} ft) = L7HF(s)} ; - fb)t —
1 30 S e, ( t)
1 5 1 vVs+avs+b 2
1
1 31 — Jo(at
2 2 t N o(at)
1 et 32 s L1 4 2a1)
3 ey (n=1,2,3,...) (n— 1) (sfa)% Jrt
1 1 k—1
4 —, - 1 T t 2
/s N 33 oy (k> 0) m (%> Ik_%(at)
1 t
5 = 24/ = 34 ZeTs, (k> 0) Jo(2Vkt)
52 4 s
tht 35 ie_ﬁ ! cos(2Vkt)
6 oL (k> 0) T s Nz
1 & 1
1 at 36 —es senh(2V'kt)
! s—a ¢ s3 vt
k .2
8 L te® 37 e kv, (k> 0) EELENPES 7
(s —a)? 2V mt3
0o | —1 =123 I n-1ga 38 = In(s) () —,  (y~0,5772)
(s—a)" (n—1)! s
1 1 s—a 1 bt at
10 , k>0 _* 4k—1_at 39 m( ) (et _ e
(s —a)k ( ) r'(k) s—b t ( )
2 2
2
1 L s Syp— o] om (S5 2 (1 - cos(ut))
(s—a)(s—b) a—b s ¢
s 1 52 — a? 2
19 at _ 3 bt 41 1 — (1 — cosh(at
(s—a)(s—b)’ (a75) a—b<ae be ) " 52 t( cosh(at))
1 1 1 /w 1
13 o - sen(wt) 42 tan~! (;) n sen(wt)
14 5 j 5 cos(wt) 43 —cot™1(s) Si(t)
s2+w
1 1
15 $2 — g2 a senh(at) Onda quadrada
s
16 cosh(at) as 1 0<t<a
2 _ 42 - = = ’
s 1(1 . 44 Stanh(2) f@) {_17 a<t<2a
17 R — e sen(wt)
(s—a)2+w w ft+2a)=f(t), t>0
18 (sfsa)iﬁ e cos(wt)
1 1 Onda triangular
19 S L1 = cos(ut
s(s2 + w?) wz( cos(wt)) " b oie
1 1 1 as — a
20 - — (wt — t 45 — tanh ( — fo) =49 ¢
s2(s2 + w?2) w3 (wt = sen(wt)) as? ( 2 ) _t +2, a<t<2a
a
1 1
21 a2 M—S(sen(wt) — wt cos(wt)) Ft+2a) = f@©), £>0
s t
22 m ow sen(wt)
52 1 Retificador de meia onda
23 —— — (sen(wt) + wt cos(wt))
2 2)2 2
S l sen(wt), 0<t< ™
w
s
w f(t) =
2 2 2 b2 ’ 1 46 = 9
24 (S +a )(3 + ) m(cos(at) _ COS(bt)) (52 +w2) (1 —e —s) 0, % <t< Eﬂ—
(a® #b7)
2
; f(t+§>=f(t), £>0
25 m vl [sen(at) cosh(at)—
— cos(at) senh(at)] w s Retificador de onda completa
S 1 47 ) coth (—)
26 m 202 sen(at) senh(at)) 524w 2w F(t) = | sen(wt)|
1 1
27 (51— a2) ﬁ(senh(at) — sen(at)) Onda dente de serra
s 1 1 e as t
28 (57— ad) ﬁ(cosh(at) — cos(at)) 48 - m ft) = - 0<t<a

f&)y=f(t—a), t>a




e Questao 1 (1.0 ponto) Considere os trés graficos de trés funcoes e suas trés transformadas de
Laplace

Grafico 2 Gréfico 3
Graﬁco 1 3 f(t) 3 f(t)
f(t)
2 1 2 1
2 i
L 14 1
1 2 3t 1 2 3t 1 2 3t

Funcao I: f(t) = u(t)+ (t — Du(t — 1) + (3 — t)u(t — 2) — 3u(t — 3)
Funcao II: f(t) = t (1) +2(1 —t)u(t — 1) + tu(t — 2)
Funcao III: f(t) = tu(t — 1) 4+ (2 — t)u(t — 2) — 2u(t — 3)

s+ e s — 6—28 + 86—28 _ 36—35
522
e+ s — e 2 — 25738
52
1—26_5—1—6 25 4 256728
52

Transformada A: F(s) =

Transformada B: F(s) =

Transformada C: F(s) =

Assinale as alternativas que indicam respectivamente a correta relacao entre os graficos e as

funcoes:

() 1-I, 2-11, 3-1II () 1-A, 2-B, 3-C
() 1-I, 2-111, 3-11 () 1-A, 2-C, 3-B
() 1-I1, 2-1, 3-III () 1-B, 2-A, 3-C
() 1-II, 2-I11, 3-1 (X) 1-B, 2-C, 3-A
() 1-III, 2-1, 3-11 () 1-C,2-A, 3-B
(X) 1-III, 2-I1, 3-1 () 1-C, 2-B, 3-A

e Questao 2 (1.0 ponto) Dado que y(t) satisfaz a equagao diferencial dada por:
y'(t) +yt)=25(t—2), vt=0, y(0)=1

Assinale as alternativas que indicam respectivamente y(t) e y(1):

() ylt) = e+ 2u(t - 2)e** () y@) =t — 2!
() y(t)=e" +2u(t —2)e"? () y(2)=2¢

(X) y(t) = e "+ 2u(t — 2)e*" () y@2)=e'+2e!
() y(t) = e +2u(t —2)e' (X) y(2)=e¢"

() ylt) =e" —2u(t —2)e** () y2)=2e"+¢
() y(t)=e" —2u(t—2)e" () y@)=2e""—¢



e Questao 3 (1.0 ponto) Dado o sistema massa-mola-amortecedor modelado pela equacao a seguir:
2" (t) +y2'(t) + kx(t) =0
onde xz(t) representa a posicdo e m, v e k sao constantes positivas. A tranformada de Laplace de
x(t) é dada por X(s) = 32+2275:5—3
Assinale as alternativas que indicam respectivamente o regime de amortecimento e a as condigoes
iniciais:

z(0) =0e 2'(0) =4
() Subamortecido () 2(0) = ©)
() z(0)=0e2'(0)=—4
() Criticamente amortecido
() 2(0)=2ea'(0)=0
(X) Superamortecido
. ' () z(0)=-2e2'(0)=0
() Nao amortecido
(X) 2(0) =2 e 2'(0) = —4
() Nao é possivel determinar com os dados oferecidos.
() 2(0)=—-2ea(0) =—4

e Questao 4 (1.0 ponto) Seja f(t) = (t+ Du(t — 1) e g(t) = (u(t — 1) + u(t — 3))>. Assinale as
alternativas que indicam respectivamente £{f(t)} e L{g(t)}:

() 7@ —s)e () 2e° + 273
52 s
(2s —1)e~* Je—5 4 =3
() —F7— (yX_te”
s 52
(X) (2t e () e s+ 4de 3
s? .
1 1 o —s —3s
O (F+3)5 () ——
(282 + 1)6_5 e~ + 338
e Questao 5 (1.0 ponto) Seja F(s) = = 3)1(3 Y e f(t) {F(s)}. Assinale as alternativas
que indicam respectivamente f(t) e £ {@
5—3
( ) =3t —2t ( ) " <8 _2)
et —e Ly
(X) 63t_62t ( ) s_3
( )—6 3t+62t ( )€733_672s
() 3™ —2e* x) ln<8:§)
( ) 63t+62t S
s

(s2+4)(s*+9)



e Questao 6 (1.0 ponto) Dado que y(t) satisfaz a equagao difero-integral dada por:

t
Y (1) +4/ y(r)dr =4, V>0, y(0)=0
0

Assinale as alternativas que indicam respectivamente Y (s) e y(¢):

s2+4
4s
s2 44
4
s+4
4s

() y(t) = 2cos(2t)
() y(t) = 4cos(2t)
() y(t) = 2sen(4n
() y(t) = 2cos(4t)
(X) y(t) = 2sen(2t)
() y(t) = 4sen(2t)



e Questao 7 (4.0 pontos) A temperatura em um forno industrial evolui no tempo conforme o seguinte

modelo simplificado:
du(t
10— Nlt) ) + a1 0

onde u(t) representa a temperatura medida no forno, ug,, ¢ temperatura ambiente, considerada
constante, ¢(t) é a poténcia de aquecimento e A é uma constante relacionada as trocas de calor.
Considere u(0) = 20, ugmp = 20 e A = 2. Usando a técnicas das transformadas de Laplace, faca o
que se pede:

a) (1.0) Calcule a temperatura u(t) quando ¢(t) = 1005(¢). Esboce o grafico de wu(t).

b) (1.0) Suponha, agora, que a temperatura é regulada por um sistema de controle automético
que aumenta a poténcia g(t) sempre que a temperatura estd abaixo da temperatura de ajuste
e reduz a poténcia sempre que a temperatura se encontra acima da temperatura de ajuste. O
sistema de controle automatico reage conforme a seguinte equagao:

) (o (). ©)

onde u, é a temperatura de ajuste e  é uma constante positiva. Calcule o valor de n para que o
sistema resultante do acoplamente entre o modelo do forno e o sistema de controle automatico
seja criticamente amortecido.

¢) (1.0) Resolva o problema acoplado usando a constante 7 calculada no item b), considerando
u, = 100 e ¢(0) = 200.

d) (1.0) Esboce o gréfico de u(t) no item c).

Resposta do item a

A transformada de Laplace da equacgao é dada por

sU(s) — u(0) = —\ (U(s) - ““mb) +Q(s)

S

Subsituindo os valores u(0) = 20, ugmy = 20 e A = 2, temos:

sU(s) — 20 = —2 (U(s) - 2—30) +Q(s) (3)
isto é:
(s+2)U(s) = 20 + %O +Q(s)
e, portanto:

20 40 Q(s)
U<S)_s+2 s(s+2) s+2

Substituindo Q(s) = {q(¢t)} = L£{1006(¢)} = 100, temos:

120 4 40
s+2  s(s+2)

U(s) =

E finalmente u(t) = £ '{U(s)} é dado por:
u(t) =120e* 420 (1 — ™) =20 + 100e*

onde se usou o item 7 na tabela com a = -2 e o item 11 coma=0e b = —2.



Grafico do item a

|
T

1 2 3 4 3

(N

Resposta do item b Agora, tomanto a transformada de Laplace da equacao do item b, temos:

sQ(s) ~ a(0) = 1 (4 = U(s))

s
isto é:
q0)  u, U(s)
s 52 S

Substituindo na equacao 3, temos:

sU(s) —20 = —2 <U(3)—@) +@+H%_n@

S S 52 S

Organizando os termos, temos:

q(0)

S

Ui

40 Ug
(s+2+—>U(s):20+—+ +n—
s s s

multiplicando esta equacao por s, obtemos:
(s + 25+ 1n) U(s) = 20s + 40 + ¢(0) +?7%
A criticalidade acontece quando o discriminando é nulo, isto é:
A=22—dnp=0=n=1
Resposta do item c Partimos da equagao 5:
(s +2s + 1) U(s) = 20s + 40 + ¢(0) +?7%

e substituimos os valores n = 1, u, = 100 e ¢(0) = 200:

100
(s +254+1) U(s) = 20s + 240 + —
S

Como (5% 425+ 1) = (s + 1)
20s 240 100
US) = G T Grr s rie
20(s+1) , 24020 100
(s+1)2 (s+1)2  s(s+1)2
20 220 1 100
Py S PO LY PRI

Do item 7 da tabela com a = —1, temos

2
E{ 0 }:206_t.
s+1




Do item 8 da tabela com a = —1, temos

;C {%} = 220t6_t.

Usando a propriedade da integral e o item 8 da tabela com a = —1, temos:
1 100 !
LS—F——7 = 100/ Te Tdr =100 e T (—T — 1)’t =100 — 100e~" — 100te™* (6)
S5 1)p ! 0

Somando os termos, temos:
u(t) = 100 — 80e ™" + 120te™"

Agora, usando a equagao 4:

200 100 U(s)

Qs) = —+n—
S S S
200 100 20 220 1 100
- S te T L(SH) PP RN P
200 100 20 220 1 100

s +? s(s+1) s(s+1)2 s2(s+1)

2
£{20) o

1
E{g} = 100¢.
s

Do item 11 da tabela com a =0 e b = —1, temos

20\ on o
£{$($+1)}_20 20e 7.

1 22
L= 0 = 220 — 220et — 220te~t
s(s+1)2

Usando a propriedade da integral e equacao 6, temos:

1 10 !
cft 10 1 / (100 — 100e™™ — 1007e™7) dr
s? (s+1)2 :

¢
= 100t + 100(e™" — 1) — / 1007e "dr
0

Do item 1 da tabela, temos

Do item 2 da tabela, temos

Da equacao 6, temos:

= —200 + 100t + 200e~" + 100te™*

Somando todos os termos, temos:

q(t) = 200+ 100t — (20 — 20e~") — (220 — 220e~" — 220te~") — (—200 + 100t + 200e " 4 100te ™)
= 160 + 40e”" + 120te”"*



Grafico da temperatura
100 + 120 °/®

q(t), 140 4 120e2/3

200 /‘E‘\ Gréfico da poténcia

g~



