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Regras Gerais: Identidades:
e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso eir _ g—iw eit 4 iz
computacional ou de comunicagao. sen(z) = — cos(z) = —
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido. - . -
e e e
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova. senh(z) = 2 cosh(z) = 2
Regras para as questoes abertas: ~
. . n M g n n!
e Seja sucinto, completo e claro. (a+b)" = Z ( .>a v, ( ) =
. . fr Y i’ M=)t
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matema&ticas usadas, em especial, itens da tabela. sen(z + y) = sen(z) cos(y) + sen(y) cos(x)
e Use notagdo matematica consistente. cos(x 4+ y) = cos(z) cos(y) — sen(z) sen(y)

Propriedades: Séries:
1 Linearidade LA{af(t)+Bgt)} =al{f(t)} + BL{g(t)} oo
:Zx”:1+x+x2+x3--~, -l<z<1
2 Transformada L{f' )} =sL{f®)} — f(0) =
da derivada L{f”(t)} = s2L{f(t)} — s£(0) — f(0) . -
5 = an”:x+2a:2+3ar3+-~ , —l<z<1
3 Deslocamento L{e"f(t)} = F(s—a) (1-=) ne1
no eixo s ~ 5 3
s =Y Ci=ldet T, —wm<a<oo
4 Deslocamento LA{u(t—a)f(t—a)} =e *F(s) — n! 3!
no eixo t e—as "=
L{u(t—a)}= i e
In(l+z)=>» (-)"—, -1<z<1
: F(s) =
5 Transformada E{/ f(T)dT} =
da integral 0 5 O g2l
€ arctan(z) = Z(f , —l<z<1
>0 = 2n+1
6 Filtragem da / f@®)o(t —a)dt = f(a)
. —oo co 2n+1
Delta de Dirac sen(x) = Z(_ ) z . o<z <00
_ (2n +1)!
7 Transformada da L{5t—a)}=e"2* n=0
Delta de Dirac o 220
cos( ):2:(—1)71—'7 —o0 < < 00
8 Teorema da L{(f*g)t)} = F(s)G(s), =0 (2n)!
Convolucao o 2t
d t— n
onde  (fx*g)(t /f )g( 7) senh(JE:Z @n 1 D) —o <z < oo
— (2n
. =
9 Transformada de L{f®)} = P / e T f(r)dr o 2
fungoes periddicas ¢ 0 cosh(z) = Z ) —o0 <z < 00
n=0
dF
10 Derivada da LA{tf(t)} =— d(S) -
transformada s A+z)™ =1+ Z m(m —1)-- -'(m —n+1) 2",
£(t) > n=1 "
11 Integral da L { —} = / F(38)s
t s —-1<z<1l,m#0,1,2,...
transformada

Fungobes especiais:

Funcao Gamma

Funcéo de Bessel
modificada de ordem v

Propriedade da I'(k+1)=kI'(k), k>0
Fungdo Gamma F(n+1)=nl, n €N

Funcgao de Bessel
de ordem 0

Integral seno

Integrais:

/xne)\zdm_ixne)\zig n—1 )\zderC
/xcos (Az)dx = cos (A2) +)\)2\x sen (A ) +C
Axz) — A A
/:csen()\:v)dm = sen (Az) )\Qxcos( 2) +C
Az _
/e>‘z sen (wz) dz = e*® (X sen (wz) — w cos (wx))
A2 +w2




F(s) = L{f(®)}

f(8) = £7HF(s)}

Tabela de transformadas de Laplace: 29 Vs—a—+Vs—1b B ! . (bt — eat)
— t
F(s) = £{f(®)} ft) = L7HF(s)} ; - fb)t —
1 30 S e, ( t)
1 5 1 vVs+avs+b 2
1
1 31 — Jo(at
2 2 t N o(at)
1 et 32 s L1 4 2a1)
3 ey (n=1,2,3,...) (n— 1) (sfa)% Jrt
1 1 k—1
4 —, - 1 T t 2
/s N 33 oy (k> 0) m (%> Ik_%(at)
1 t
5 = 24/ = 34 ZeTs, (k> 0) Jo(2Vkt)
52 4 s
tht 35 ie_ﬁ ! cos(2Vkt)
6 oL (k> 0) T s Nz
1 & 1
1 at 36 —es senh(2V'kt)
! s—a ¢ s3 vt
k .2
8 L te® 37 e kv, (k> 0) EELENPES 7
(s —a)? 2V mt3
0o | —1 =123 I n-1ga 38 = In(s) () —,  (y~0,5772)
(s—a)" (n—1)! s
1 1 s—a 1 bt at
10 , k>0 _* 4k—1_at 39 m( ) (et _ e
(s —a)k ( ) r'(k) s—b t ( )
2 2
2
1 L s Syp— o] om (S5 2 (1 - cos(ut))
(s—a)(s—b) a—b s ¢
s 1 52 — a? 2
19 at _ 3 bt 41 1 — (1 — cosh(at
(s—a)(s—b)’ (a75) a—b<ae be ) " 52 t( cosh(at))
1 1 1 /w 1
13 o - sen(wt) 42 tan~! (;) n sen(wt)
14 5 j 5 cos(wt) 43 —cot™1(s) Si(t)
s2+w
1 1
15 $2 — g2 a senh(at) Onda quadrada
s
16 cosh(at) as 1 0<t<a
2 _ 42 - = = ’
s 1(1 . 44 Stanh(2) f@) {_17 a<t<2a
17 R — e sen(wt)
(s—a)2+w w ft+2a)=f(t), t>0
18 (sfsa)iﬁ e cos(wt)
1 1 Onda triangular
19 S L1 = cos(ut
s(s2 + w?) wz( cos(wt)) " b oie
1 1 1 as — a
20 - — (wt — t 45 — tanh ( — fo) =49 ¢
s2(s2 + w?2) w3 (wt = sen(wt)) as? ( 2 ) _t +2, a<t<2a
a
1 1
21 a2 M—S(sen(wt) — wt cos(wt)) Ft+2a) = f@©), £>0
s t
22 m ow sen(wt)
52 1 Retificador de meia onda
23 —— — (sen(wt) + wt cos(wt))
2 2)2 2
S l sen(wt), 0<t< ™
w
s
w f(t) =
2 2 2 b2 ’ 1 46 = 9
24 (S +a )(3 + ) m(cos(at) _ COS(bt)) (52 +w2) (1 —e —s) 0, % <t< Eﬂ—
(a® #b7)
2
; f(t+§>=f(t), £>0
25 m vl [sen(at) cosh(at)—
— cos(at) senh(at)] w s Retificador de onda completa
S 1 47 ) coth (—)
26 m 202 sen(at) senh(at)) 524w 2w F(t) = | sen(wt)|
1 1
27 (51 —ah) ﬁ(senh(at) — sen(at)) Onda dente de serra
s 1 1 e as t
28 (57— ad) ﬁ(cosh(at) — cos(at)) 48 - m ft) = - 0<t<a

f&)y=f(t—a), t>a




e Questao 1 (1.0 ponto) Considere a fungao f(¢) dada pelo gréfico abaixo:

f(t
L0
Assinale na primeira coluna a al- 34
ternativa que represente o grafico
de f'(t) e, na segunda, a ex- 27
pressao para L{f'(t)}. 14
1 2 345678 9
O ey O pw
4 4
3T 3
2+ 2
1 1 | |
1234567 8t 12345617 St Assinale a expressao para L{f'(t)}
( )f'(t) ( )f'(t) () e+ 377 + 5673 £ 567 457"
4 4 s
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s
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Solugao: A funcao f'(t) pode ser obtida fazendo uma leitura direta do gréafico da f. Alternati-
vamente, escrevemos f(t) em termos de fungoes de Heaviside e derivamos:

fO)=t—Dut—-1)+1—t+t—2ut—3)+2—t+t—3)ult—5)+B—t+Du(t—7)
=(t—1Dult—1)—u(t—3)—ult—5)—(t —4)u(t—1)

—_

—

) = (t—1)5(t—1) +ult —1) —6(t —3) —6(t —5) — (t — 4)6(t — 7) —u(t — 7)
1

u(t—1)—u(t—7) =5t —3)—=0(t—5)—30(t—T7)

e

i -5 _
—e 35*6 5 _ 3¢ 75’

S S

L{f(t)} =



e Questao 2 (1.0 ponto) Seja
s2+5s+5
F(s) = >
(s+1)%(s+2)
Assinale as alternativas que indicam respectivamente uma expressao equivalente para F(s) e f(t) =

L7YF(s)}.

1 1
F(s) = —

() F(s) (s-|—1)2+s-|-1 s5+2

1 1 2 t)y=@2+)e "+
ST RN S () f()=+De " +e

(S+ ) S + S+ (X)f(t):(2+t)6t—62t

1 2 1
X) F = — t) = (1 2 -t _ =2t
X) FO) = et 51 513 () F) = (1 +2t)e

() f)=et—e™
() Fs)= ot —
YTl T st2 () f(t)=2te™ + 2
2 2
F(s) = _
() £(s) (s+1)2 s+2
Solugao: Primeiro usamos fragoes parciais para escrever F'(s) na forma desejada. Fazemos
s> +5s+5
F(s) =
() (s+1)%2(s+2)
A B C

- s+12+s—|—1+3—¢—2
(

A(s+2)+ B(s+1)(s+2)+ C(s+1)?
(s + D%(s +2)
s’ (B+C)+s(A+3B+2C)+2A+2B+C
(s + 1)2(s +2)

para obter o sistema
B+C=1
A+3B+2C=5
2A+2B+C =5.

Substituimos C' = 1 — B nas duas ultimas equacoes e obtermos

A+B=3
2A+B=4."

cuja solucao ¢ A =1e B = 2. Portanto, C' = —1.
A transformada inversa pode ser obtida direto dos itens 7 e 8 da tabela.



e Questao 3 (1.0 ponto) Um certo medicamento é absorvido instantaneamente e permanece homo-
geneamente distribuido na corrente sanguinea depois de administrado. A variagao de concentragao
desse medicamento é proporcional & concentracao ¢(t) com uma taxa de proporcionalidade de 7 =1
s. Considere a situagao onde a concentracao inicial era nula, isto é, ¢(0) = 0 e o individuo tomou
trés doses da substancia, a primeira em t = 0, a segunda em ¢t = 2 e a ultima em ¢t = 5, todas
com concentragdo ¢y = 2 mg/l. Assinale as alternativas que indicam respectivamente um modelo
matematico para a concentragao c(t) e a solugao c(t).

(X) c(t) + () =20(t) +25(t —2) +25(t—5) () e(t) =u(t)e "t +u(t —2)e " +u(t —5)e
() 2c(t)+ () =6(t) +6(t—2)+6(t—5) ()e(t)=e ' +e et

() clt)+2d(t)=6(t) +6(t—2)+6(t—5) () c(t) =2e" + 2712 4 2e71HP

() c(t)+c(t) =26t —2)+25(t—5) () c(t) =2u(t —2)e " + 2u(t — 5)e P

( ) ( Y+ d(t)=0(t)+0(t —2) + 5(15 —5) (X) c(t) = 2u(t)e " +2u(t—2)e ‘t+2+2u(t 5)etto

Solugao: Considerando que a variacao de concentracao desse medicamento é proporcional a
concentracao ¢(t) com uma taxa de proporcionalidade de 7 = 1 s., concluimos que a parte homogénea
da equagao é d(t) = —c(t). Adicionando os termos forcantes, temos: c(t) + ¢(t) = 20(t) + 25(t —
2) +20(t — 5).

Agora, aplicamos a transformada de Laplace para resolver o problema. Temos

(s +1)C =24 272 4 275,

isto é,

2+ 2e725 4 2708
s+1 ’

A tranformada inversa é calculada pelo item 7 da tabela, combinada com a propriedade da translacao
em t:

C:

c(t) = 2u(t)e™t + 2u(t — 2)e 2 4 2u(t — 5)e~ ).



e Questao 4 (1.0 ponto) Assinale as alternativas que indicam as transformadas inversas das fungoes
S s
F — G e —
(s) S+ 64 ° (s) (s —2)4 464
1
() cos(8t) () e* (§ sen(2t) senh(2t))

(X) ésen(Qt) senh(2t) () e*cos(8t)

respectivamente.

() 61—4s.en(8t) senh(st) ()™ (;—48@(8@ senh(8t)>

—2t

() 61_4 cos(8t) cosh(8t) () % (sen(4t) senh(4t) + % sen(4t) cosh(4t) — % cos(4t) senh(4t)>
1 2
) 8 sen(4) senh(4) (X) % (sen(2t) senh(2t) + %sen(%) cosh(2t) — %cos(Qt) senh(2t)>

Solugao: Aplicamos diretamente o item 26 da tabela, com a = 2, para calcular

5 1
£ { . j_ 64} =3 sen(2t) senh(2t).
s

Para calcular a transformada inversa de G(s), fazemos:

S s—2 2

Sl P 7 R P e T P}

e usamos os itens 25 e 26 da tabela combinados com a propriedade da translacao em s:

2t 2t 2t

LHG(s)} = % sen(2t) senh(2t) + 61—6 sen(2t) cosh(2t) — 61—6 cos(2t) senh(2t).



e Questao 5 (1.0 ponto) Dada a equagao f(t) =
indicam respectivamente F'(s) = L{f(t)} e f(t).

Logo,

ou ainda

Portanto,

s2+1

¢
f(7)(t — 7)dT + 1, assinale as alternativas que

() f(t) = senh(?)
() F(t) = cos(t)
(X) /(1) = cosh(t)
() f(t) = sen(t)
() F(t) = ¢ (senh(t) + cosh(t))

A transformada inversa é obtida diretamente do item 16 da tabela:

f(t) = cosh(t).



e Questao 6 (2.5 ponto) A temperatura em um forno industrial evolui no tempo conforme o seguinte
modelo simplificado:

V() = ~2(u(t) = T.) + 4(0)
() =6 [ (Ty = o(r))dr +3(7; = o(2)
v(0) = 20

onde v(t) representa a temperatura medida no forno, T, = 20°C é temperatura ambiente, Ty = 50°C
é temperatura de controle, ¢(t) é a poténcia de aquecimento. Use as técnicas das transformadas de
Laplace para resolver o problema acima.

a) (1.25) Calcule as transformadas de Laplace V(s) = L{v(t)} e Q(s) = L{q(t)} e preencha os
retangulos abaixo:

b) (1.25) Calcule v(t) = L7{V(s)} e q(t) = L7{Q(s)} e preencha os retangulos abaixo:

Solugao: a) Temos:

40
sV —20=—2V+—+Q

S

300 6V 150
Q=" -+ =3V

S S S

Substituindo a segunda equacao na primeira, temos:

40 300 6V 150
sV—-20==-2V+—+———+——3V.
s s s s
Logo,

300
(s> 4+ 55+ 6)V = 190 + — + 20s
S

_20s% 4 190s + 300

~ s(s2+5s+6)
20s% + 190s + 300

s(s+2)(s+ 3)

~ 10(s +2)(2s + 15)

 s(s+2)(s+3)

10(25 + 15)

 s(s+3)

50 30

s s+3

Vv




Também,

300 6V 150
Q:———‘FT—?)V

52 S

300 6(50 30) 150 (50 30
S + = 3=

52 s\ s s+ 3
180 90
+
s(s+3) s+3
180 + 90s
s(s+3)
60 30
= 4 )
S s+3

S S

As transformadas inversas sao:

v(t) =50 — 30e~?
q(t) =60 + 30e~ ™.

s+3

)



e Questao 7 (2.5 pontos) Calcule a transformada de Laplace f(t) := | sen(nt)].

a) (1.25 ponto) Escrevendo-a como o somatorio:
00 o k+1
F(s) = / ftye "t =y (=1)F / sen(mt)e ! dt.

b) (1.25 ponto) Usando a propriedade da fungao periédica.

Solucao: a) Usando o formuldrio, temos:

M]3

F(s) = (—1)"’/k sen(mt)e " dt

(—1)* lBSt(_S Sef;gﬁi)ﬂ; m Cos(ﬂ't))} k1

B
Il
o

I
WE

t=k

il
o

I
WE

e~ sk (_ggen(rm — mcos(m e %% (—ssen(mk) — 7 cos(m
Gif[< ( (m(k+1)) ((k+DD)_ ( (mk) (mk))

52+7T2 S2+7T2

il
o

I
WE

52+7T2 52+7T2

e (55 ) +

o0

me ® T ok
(52 +7r2> v 52 +7r2} Z(e )

k=0

— KeS(—w((—l)kH))) . <—w<—1>k>]

il
=)

I
M]3

Il
o

Il
—

B e+
(2472 (1 —es)

Solugao: b) O periodo da fungao f(t) é T'= 1. Assim, usamos a propriedade da func¢ao periédica
para calcular:

1 1
F(s) = - / sen(7t)e ' dt
— e S 0

1 [e**(—ssen(nt) — 7 cos(nt)) !

S l—e | s2 + 72 0

1 Jfe*(=ssen(m) —mcos(m))\ [ (=ssen(0) —mcos(0))

S l-e | s2 + w2 s2 + 72

1 [/ mes ™
- + (5
1—es [\ s*+ 72 s + 7
me T




