UFRGS — INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA [ 1-2] 3 4 | Total |
Departamento de Matematica Pura e Aplicada
MATO01168 - 2022/2 - Turma C
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Nome: Cartao: Turma:_ C
Regras Gerais: Identidades:
e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso elr _ g—im it f g—i
computacional ou de comunicagao. sen(x) = — cos(x) = —
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido. - e - _
—e et +e”
e Devolva o caderno de questdes preenchido ao final da prova. senh(z) = - cosh(z) = s

Regras para as questoes abertas:
e Seja sucinto, completo e claro.
o Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matemadtica consistente.

(a+b)" = ; (?)a"*jbj7 (:) _ j!(n”i =

sen(z + y) = sen(z) cos(y) + sen(y) cos(z)

cos(xz 4+ y) = cos(z) cos(y) — sen(z) sen(y)

Propriedades: Séries:
1 Linearidade L{af®t)+Bgt)} =al{ft)}+BL{g(t)} 1 i . s
= " =14+z+a"+z°---, —-l<z<l
2 Transformada L{f' O} =sL{f®)}— f(0) l—az =
da derivada L{f"(®)} = LD} — s£(0) — £(0) . o o
= nz" =r+22 4327+, “1<z<1
3 Deslocamento L{ef®t)} = F(s —a) (1-=z)?2 ‘=
no eixo s
. o=z 22 23
4 Deslocamento LA{u(t —a)f(t—a)} =e **F(s) ¢ = ZOF - 1+z+§+§ + ToOS T <0
no eixo t e—as "=
LA{u(t—a)} = >0 n+1
s n(l+a)=Y (- "erl, “l<z<1
t F —
5 Transformada L {/ f(T)dT} = (s) =
da integral 0 5 n g?ntl
arctan(z) = Z(—l) —, —-l<z<l1
= 2n+1
6 Filtragem da / f@®)o(t —a)dt = f(a)
. [t 2n+1
Delta de Dirac sen(z) = Z(f (290 = oo < < o0
7 Transformada da L{5(t—a)}=e"%° n=0 " ]
Delta de Dirac oo on
cos(z Z—)" —o0 < & < 00
8 Teorema da LA{(f*9)t)} = F(s)G(s), four
Convolugao —
onde (f*g)( / f(m)gt—r7) > xn
senh(z) = Z Gnr —o00 < & < 00
1 T n=0
9 Transformada de L{f@)} = 17*57"/ e °T f(T)dr o .20
fungdes periddicas ¢ 0 cosh(z) = Z 2n)!’ —oo < x <00
n=0
dF
10 Derivada da L{tF(H)} =— dS) - ; ;
transformada (1+a)™ =1+ Z m(m — )..-'(m—n+ )x",
SO [ peavas n=1 h
11 Integral da LS —= b = F(s)ds
13 s —-l1<z<1l,m#0,1,2,..
transformada

Funcoes especiais:

Fungdo Gamma

T'(k) = / P le % dy
0

Propriedade da
Funcao Gamma

k>0
n €N

Dk + 1) = kI'(k),
I'(n+1)=nl,

Fungao de Bessel
modificada de ordem v

> 1 T\ 2m+tv
L) = mzz:o m!il'(m+v+1) <§>

Funcao de Bessel
de ordem 0

Mg

> Tr:)m( )2m

Integral seno

¢ sen(z
Si(t):/0 %dm

Integrais:

e
/nma)"C de = —

Az

2 Az —-1)+C

/$2€>\I de = e/\z

x2 2x 2
— - — C
()\ )\2+X3)+

/a:"ekw dz =

1
7xne>\w _ E/xnflekwdx_’_c
A A

/:Bcos (A z)dx cos (Az) + Az sen (A x) LC
22
sen (Ax) — Az cos (A x)
/men(/\x)dz: A2 +C

Z (X sen (wzx) — w cos (wx))

o)
/e“U sen (wx) de =

A2 + w?




F(s) = L{f(®)}

J(t) = £7HF(s)}

Tabela de transformadas de Laplace: 29 Vs—a—+Vs—b ! = (ebt — et)
F(s) = £{/(1)} 1t = £7H{F(s)} v
1 30 L —(ato)t <a - bt>
_ e
1 5 1 Vs+avs+b 0 2
1
1 31 —_— Jo(at
2 8—2 t \/m O( )
1 ! 32 - L ot 4 2an)
3 8771,’ (TL—172737 ) (n—l)' (s—a)% \/H
1 1 k-1
4 = 1 \/E i 2
7 —~ B | @ (k> 0) W (2a Iy _1(at)
1 t 1
5 ) 24— 34 —e s, (k> 0) Jo(2Vkt)
52 ™ S
1 ! 35 ie_% ! cos(2Vkt
1 & 1
1 t 36 —es —— senh(2Vkt
T s—a ¢ s% vt ( :
1 t —k+/5 k k2
8 ﬁ te® 37 e , (k> 0) 2@6 1t
s—a
1
9 L, (n=1,2,3..) L n-tgar 38 —In(s) —In(t) —, (v =0,5772)
(s—a)™ (n—1)! s
1 1 s—a Lot at
10 7 k>0 k—1 at 39 h’l( ) — (e —e
(s —a)k ( ) T'(k) s—b ¢ ( )
2 2
1 1 s 4w 2
11 m7 (a #b) — (eat _ 6bt) 40 In ( e ) n (1 — cos(wt))
2 _ 2
s at bt s“ —a 2
—_— — 41 1 = (1 — cosh(at
12 GoaGoD) (a #b) o (ae be ) n < 2 ) ; (1 — cosh(at))
1 1 -1 (W 1
13 PR " sen(wt) 42 tan ( s ) ’ sen(wt)
14 % cos(wt) 43 = cot71(s) Si(t)
s +w
1 1
1 s2 —a? a senh(at) Onda quadrada
s
16 e — cosh(at) as 1 0<t<a
2 _ 42 - 2 — )
s 1a 44 Stanh(2> f@) {_L a<t<2a
17 — leat sen(wt)
(s—a)?+w w ft+2a) = f(t), t>0
18 (S_Sa)ﬁ et cos(wt)
1 1 Onda triangular
19 —_— — (1 - t
2+ w?) 2 (1~ os(wt) t 0<t<
1 1 1 as ) a
20 _ — (wt — t 45 — tanh ( — fy=4 ¢
s2(s2 +w?) w3 (wt = sen(wt)) as? ( 2 ) —£+2, a<t<2a
1 1
21 - — (s - ;
7+ w22 g3 enwt) —wtcostul) Je+20) = (1), t>0
s t
22 m 5w sen(wt)
52 1 Retificador de meia onda
23 —_— — (sen(wt) + wt cos(wt))
2 2)2
(52 + w?) 2w sen(wt), 0<t< z
> f(t) ’
- 000 === w =
2 2)(s2 2)’ 1 46 2
by | (P Ha?)(s?+0?) g (cos(a) — cos(b)) (s2 4 w?) (1 —e ) 0, T =
(@ £ 1) —a w w
2
1 1 f(t-&-%):f(t), t>0
25 m T [sen(at) cosh(at)—
— cos(at) senh(at)] w s Retificador de onda completa
s 1 a7 —— coth (2—)
26 m ﬁ Sen((lt) senh(at)) s° + w f(t) — \sen(wt)\
1 1
27 (s4 1) 2—3(senh(at) — sen(at)) Onda dente de serra
st—a a
s 1 1 e~ s t
28 m ﬁ(cosh(at) — cos(at)) 48 PR A== f@t) = oy 0<t<a

ft)=f(t—a), t>a




e Questao 1 (0.5 cada item) Considere a transformada de Laplace das funcoes f(t) e g(t) dadas nas
expressoes abaixo:

58
FO) = oo
Gls) = 5se %

(s2+4)(s—1)

Também, considere h(t) = f(t) + g(t).

Na primeira coluna, marque a alternativa que apresenta uma expressao para F'(s) separada da
; Pls) — A+Bs C
orma F'(s) = 21 +s—1'
para f(t). Na terceira, marque a alternativa que apresenta uma expressao para h(t). E, na quarta,
marque a alternativa que apresenta a transformada de Laplace de h'(¢).

Na segunda coluna, marque a alternativa que apresenta uma expressao

F(s):
() F6) =+ —. (o)
2 1 1,

() F(s) = 2+ 3s N 1 . () f(t):gsen(Qt)—gcos(Qt)Jrge.

5(s244)  5(s—1)

A ) () f(t) =10sen(2t) + 5cos(2 )—|—5e

() F(s)= 5(s2 + 4) + 5(s—1) (X) f(t) =2sen(2t) — cos(2t) +
() F(s) = i2++3z n % () f(t) =sen(2t) + 3cos(2t) +

a . () f(t) =4sen(2t) — cos(2t) +
(X) F(s) = 55+

L{N(t)}:
hit): () LU = T
() h(t) = 2sen(2t) — cos(2t) + e’ + (2sen(2t) — cos(2t) + e")u(t — 2). B
(X) h(t) = 2sen(2t) —cos(2t) +e' + (2sen(2(t—2)) —cos(2(t—2)) +e " Nu(t—2). () L{A ()} = %
() h(t) = sen(2t)+3cos(2t)+e! + (sen(2(t —2)) +3 cos(2(t —2)) + e~ )u(t —2). 54 Be—2s
() Ll = 2
() h(t) = sen(2t) + 3cos(2t) + e! + (sen(2t) + 3cos(2t) + e')u(t — 2). (s?+4)(s—1)
_ 2sen(2t) cos(2t) e wu(t—2) oy Ds®+Dbs%em s
() h((tt)Q)—) s Tyt Zsen(2(t—2) —eos(2(t —2) + (X) LI} = G
' , _ 9s+ 5se 28
Solugao:
o8
o= e
A+ Bs N C
244 s—1
(A+ Bs)(s— 1)+ C(s*+4)

(s2+4)(s—1)
(B+ C)s*+ (A— B)s+ (4C — A)
(s2+4)(s—1)
Assim, B+(C =0, A—B=5e4C —A=0. Como C =—-B, temos A =4C = —-4Be A— B =5
leva em —5B = 5, ou seja, B = —1. Logo, A =4 e C' = 1. Portanto,

4—s 1
F(s) = .
(5) 32+4+s—1




Fazemos a transformada inversa usando itens 7, 13 e 14 da tabela na expressao

4 S 1
F(S):32+4_32+4+5—1'

Assim,
f(t) = 2sen(2t) — cos(2t) + €.

Pelo Propriedade da translacao em ¢, sabemos que
ht) = f(t)+ult—2)f(t—2)
= 2sen(2t) — cos(2t) + e’ + (2sen(2(t — 2)) — cos(2(t — 2)) + e D)u(t — 2).
Para finalizar a questao, usamos a Propriedade da transformada da derivada
LLN (1)} = sLLh(t)} — h(0).
Como h(0) =0e L{h(t)} = L{f(t)} + L{g(t)}, entao
552 4 Hs?e2¢
(s2+4)(s—1)

e Questao 2 (0.5 cada item) Considere a transformada de Laplace da fungao f(t) dada na expressao
abaixo:

L{N (1)} = s (L{f ()} + L{g(1)}) =

_ 5241
105+ Tls + 1552 4 83
Observe que o objetivo aqui nao é calcular a transformada inversa.
Na primeira coluna, marque a alternativa que apresenta uma expressao para a transformada de

F(s)

t
g(t) :== / f(r)dr. Na segunda coluna, marque a alternativa que apresenta o limite lim+ f(t). Na

terceira, marque a alternativa que apresenta uma expressao para £{63t f(t)}. E, na quarta, marque
a alternativa que apresenta a transformada de Laplace de tf(t).

t
clat) = { [ fryar . —
t—0
241 ; _
X () lim f(t)=0.
(X) 1055 + 7152 + 1553 + s* t=0"
s34 () lim f(t):i.
R T P T £07 105
1
_ 25 () lim f(t) = —.
C) 305+ 392 t=07 71
1
o v 41 () lm f(t)=-—
= | d '
) / <1O5+71v+15v2 +v3> Y ot 15
X) lim f(¢) = 1.
. 241 (X) Jlim f(¢)
105 + 71s + 1552 + &3
L{e™ f(t)}: L{tf(t)}:
() 5-3) s2 41 0) (=71 + 1805 + 6852 — s%)
105 + 71s + 1582 + s3° (105 4 71s + 1552 + s3)
O~ () - !
105 + 71s + 1552 + 83" (105 + 71s + 1552 + s3)2°
5”41 (=71 + 180s + 6852 — s%)
-3 . _
() uls =) o s ¢ 1557 1 58 X) — 05 +71s + 1552 ¥ 572
() (s+3)2+1 ' $2 11
105+ 71(s +3) + 15(s + 3)2 + (s + 3)° ) T B2t
X) (s—3)2+1 2s

105+ 71(s — 3) + 15(s — 3)% + (s — 3)3" ) s 392



Solugao: Pela propriedade da transformada da integral, temos

' _F(s) _ 241
E{/O f(T)dT}— P TR PR T e

Supondo que o limite lim f(t) existe, a propriedade do valor inicial nos dé

t—0+
2 +s
li t) = i F(s)= 1 -
Jm J() = lim sF(s) = I Soe e 5 4 o9
A propriedade da translagao em s produz o resultado
(s—3)2+1

L{*f(t)} = F(s - 3)

T 105+ T1(s—3)+ 15(s — 3) + (s — 3)3
A propriedade da derivada da transformada é usada para finalizar a questao:

CdF(s)  (=T1+180s +68s° — 5%

L0y =—— =~ (105 + Tls + 1552 + s3)2

e Questao 3 (3.0 pontos) Um sistema mecanico com massa m, coeficiente de amortecimento ¢ e constante de mola k
é representado pela seguinte equacgao diferencial:

2y"(t) + cy'(t) + 50y(t) = f(t)
onde f(t) é uma forga externa aplicada ao sistema. Considere que f(¢) = 1.

a) (1.0 ponto) Encontre os intervalos para o amortecimento ¢ para cada um dos trés regimes de amortecimento
(superamortecido, subamortecido e criticamente amortecido). Escreva a forma geral da solugdo e um gréfico
qualitativo para cada regime descrito.

b) (0.5) Explique o caso ¢ = 0.

¢) (0.5) Encontre Y (s) para o caso criticamente amortecido com y(0) = 0 e 3'(0) = 1.

d) (0.5) Encontre y(t) para o caso especifico dado.

e) (0.5) Trace o grafico de y(t) para o caso especifico dado, indicando eixos e valores notédveis.

Solugao item a)
Tomando a transformada de Laplace, temos:

2 (7Y (5) — sy(0) — 5/(0)] +e[s¥ (s) — y(0)] + 507 (s) = .
Rearrajando os termos, temos:
(25 4+ s+ 50) Y(s) = (25 + ¢)y(0) + 2y/(0) + %

Isolando Y'(s), encontramos a forma geral:

(254 ¢)sy(0) + 2sy/(0) + 1

Y =
() 5(282 + ¢cs + 50)

Para que o sistema seja amortecido, o coeficiente de amortecimento ¢ deve ser positivo. Podemos determinar o
regime de amortecimento pelo discrimimante dada por:

A = 2 — 400.

Caso superamortecido: O caso superamortecido acontece quando A > 0, isto é, ¢ > 20. Neste caso as raizes do
polindémio quadrético sdo reais e diferentes e a solugdo Y (s) pode ser decomposta em fragdes parciais como:

A B C
Yo =3t+io iy o7

onde 2s? + ¢s + 50 = 2(s — a)(s — b) e as raizes a e b sao dadas por:

—c++v/c?2 — 400
5 .



Obtemos:
y(t) = A+ Be® + Ce.

Caso criticamente amortecido: O caso criticamente amortecido acontece quando A = 0, isto é, ¢ = 20. Neste
caso 0 polindmio quadratico tem uma raiz de multiplicidade 2 e pode ser decomposto como:

25% 4 cs + 50 = 252 + 205 + 50 = 2(s + 5)%.
A solucado Y (s) pode ser decomposta em fragbes parciais como:

A B C
Y(s) =24 24 2
() s+s+5+(s+5)2

Obtemos:
y(t) = A+ Be ™ 4 Cte™*

Caso subamortecido: O caso subamortecido acontece quando A < 0, isto é, 0 < ¢ < 20. Neste caso as raizes do
polinémio quadratico forma um par complexo conjugado da forma:

2 2
252+cs+502(s2+;5+25)2<(s+i) +s+25c4> =2((s+a)+uwj).

2
Aquiaz%ewoz 25—%.

A solugdo Y'(s) pode ser decomposta em fragoes parciais como:

A Bs+C

s (st+a)?+w?

éJr B(s+a) n C —aB

s (s+a)24+wd (s+a)?+wi

Y(s) =

Obtemos: o B
—a
—at —at
y(t) = A+ Bcos(wot)e™* + ———— sen(wot)e™ .
Wo
Superamortecido Crit. amortecido Subamortecido
0.25 4 0.125
0.35
0.100
0.20 0.30
0.075
0.25
0154 0.050
0.20
0.025
0.10 0.15 0.000 -
0.10 4 -0.025
0.05 4
0.05 4 —0.050
0.00 1 0.00 1 -0.075
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Solugao item b) Quando ¢ = 0, o problema se reduz a um oscilador harménico simples sem amortecimento, isto
é,
2y (t) + 50y(t) = 1.

Nesse caso, a transformada de Laplace se reduz a

~ 25%y(0) +2sy/(0) + 1

Y
() 5(2s% 4 ¢s + 50)

Separamos o termo acima em fragGes parciais da forma

e obtemos uma solugao do problema da forma:

y(t) = A+ Bcos(bt) + % sen(5t)



Solugao item c¢) O caso criticamente amortecido acontece quando A = 0, isto é, ¢ = 20. A transformada de

Laplace assume a forma:
25 +1 2s+1

T 2s (s2 + 10s + 25) B 2s(s + 5)2

Solugao item d) Separamos em fragdes parciais da forma

Y(s)

¥(s) = s+1/2 é+ B N C  A(s+5)2+4+Bs(s+5)+Cs (A4 B)s®>+ (10A+ 5B+ C)s + 254
Cs(s+5)2 s s+5 (s+5)?2 s(s +5)2 N s(s +5)2 ’
e encontramos um sistema da forma
A+B=0
10A+5B+C=1
1
25A = —
g 2
1 1 9
8% T 50 = 10
Assim, aplicando os itens 7 e 8 da tabela na expressao
1 1 9
Y(s)=— —
(5) = 505 ~50(s +5) T 105 +5)2

temos a solugao:
1 e ®  9te™d

v =5"% T 10

Solucgao item e)
Calcumos o ponto de méximo estudando os pontos criticos 3" = 0.

5e=5t  45te=%  Qe=5t 1 45t 9 45¢
/ t) = _ _ =5t [ - _ Y% v — =5t [ _ *Y° 1 =0
y'(t) + e 0" 10 + 10 e + ,

50 10 10

10
o que leva em t = TR Assim,

0V 1 ¥ e hreosaTats
Y\15) 50 50 5 '

Solucao para c =20

0.08 +=

0.07 4

0.06 ~

0.05 ~

0.04 -

0.03 +

0.02




e Questao 4 (3.0 pontos) A temperatura em um sistema de refrigeracdo evolui no tempo conforme o seguinte modelo

simplificado:
U0 A1) ~ tams) + a(0) o

onde u(t) representa a temperatura medida, ugmp, € temperatura ambiente, considerada constante, ¢(t) é a poténcia
do sistema (negativa) e A é uma constante relacionada as trocas de calor. Considere u(0) = 20, ugmp =20 ¢ A = 2.

A temperatura é regulada por um sistema de controle automatico que ajusta a poténcia ¢(t). O sistema de controle
automatico reage conforme a seguinte equacgao:

dq(t)

- n(ua — u(t)). (2)

onde u, é a temperatura de ajuste, 7 é uma constante positiva e ¢(0) = 0. Calcule o valor de 1 para que o sistema re-
sultante do acoplamente entre o modelo do sistema de refrigeracao e o sistema de controle automatico seja criticamente
amortecido.

Usando a técnicas das transformadas de Laplace, faca o que se pede:

a) (1.0) Encontre uma expressao geral para U(s) e calcule i) tal que o sistema acoplado seja criticamente amortecido.
b) (1.0) Resolva o problema acoplado para u(t) usando a constante 7 calculada no item a) e considerando u, = 0.
¢) (1.0) Resolva o problema acoplado para ¢(t) usando a constante 7 calculada no item a) e considerando u, = 0.

Solugao do item a): Tomando a transformada de Laplace das equagoes, temos:

sU(s) = u(0) = A (U(s) = “™) + Q(s)

S

Uq

sQ(s) ~ a(0) = (“* ~ U(s)).

S

Multiplicamos a primeira equagdo por s e substituimos sQ(s) =7 (E — U(s)) +4(0)
s

52U (s) — su(0) = =X (sU(8) — wamp) +1 (% - U(s)) +4(0)

Rearranjando os temos, encontramos:

n

(s> + As+1) U(s) = Xamp + Za + ¢(0) + su(0)

Encontramos a seguinte expressao geral para U(s):

_ NUq + (Auamb + q(O))s + ’LL(O)82
Uls) = 5(s24+As+1)

Para que o sistema seja criticamente amortecido 7 deve satisfazer A := A% — 4y = 0, isto é, n = 1 quando \ = 2.
Subsituindo os valores dados temos:
Ug + 405 + 2052 Ug + 408 + 2052

U(s) = s(s2+ 25+ 1) = s(s+1)2

Solucgao do item b): Subsituimos u, = 0 para obter:
2
Us) = 20 22
(s+1)
1 1
0 1+ s)2 n !
(s+1) (s+1)

11>

u(t) =20 (e +te ") =20(1+t)e"

I
()
S
7N
Va)
+
—
_|_
@
_|_
—
e

Assim:

Solucao do item c): O teorema fundamental do célculo nos da

a(t) =q@+A¢mm.



Da equacgao do sistema de controle, temos:

at) = q(0)+n / (ta — u(r)))dr

= —/Otu(r)dT

¢
= —20/ (I+7)e "dr
0

t
= -20 [—(1 + T)e_T’g - /0 (—e_T)dT]
- 20 [—(1 Ft)et+1— e*f|g]
= —20[-(1+te"+1—e"+1]
= —40+20(2 + t)e’.



