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Regras Gerais: Identidades:

e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso elr _ g—im it f g—i

computacional ou de comunicagao. sen(x) = 57 cos(x) = —
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido. PR— JEgp—
e Devolva o caderno de questdes preenchido ao final da prova. senh(z) = 2 cosh(z) = s

Regras para as questoes abertas:

e Seja sucinto, completo e claro.

o Justifique todo procedimento usado.

e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matemadtica consistente.

(a+b)" = i (:) a"Ip

n n!
G) =50

sen(z + y) = sen(z) cos

(y) + sen(y) cos(z)

cos(xz 4+ y) = cos(z) cos(y) — sen(z) sen(y)

Propriedades: Séries:
1 Linearidade L{af®t)+Bgt)} =al{ft)}+BL{g(t)} 1 i . s
= " =1+z+z°+z°---, —-l<z<l1
2 Transformada L{f' O} =sL{f®)}— f(0) l—az =
da derivada LD} = LW} - s£(0) — £(0) . = o
— n_ cee . —
3 Deslocamento L{ef®t)} = F(s —a) (1-2)2 an SetE s, Alewed
- n=1
no eixo s & 2
4 Deslocamento LA{u(t —a)f(t —a)} = e F(s) e = ZO o btet 5 T OO ST <0
no eixo t e—as "=
LA{u(t—a)} = >0 n+1
s n(l+a)=Y (- "erl, “l<z<1
t F =
5 Transformada L {/ f(T)dT} = (s) -
da integral 0 § n z2ntl
arctan(z) = Z(—l) —, —-l<z<l1
= 2n+1
6 Filtragem da / F@)o(t —a)dt = f(a)
. [t 2n+1
Delta de Dirac sen(z) = Z(f 7(; eyt —00 < x < 00
7 Transformada da L{5(t—a)} =€ n=0 " ]
Delta de Dirac oo on
cos(z Z—)" —o0 < & < 00
8 Teorema da LA{(f*9)t)} = F(s)G(s), four
Convolugao —
onde (f*g)( / f(m)gt—r7) > xn
senh(z) = Z —, —0co<z <00
" = = @n+1)!
9 Transformada de L{f@)} = PRy / e °T f(T)dr o .20
fungdes periddicas ¢ 0 cosh(z) = Z 2n)!’ —oo < x <00
n=0
dF
10 Derivada da L{tf(t)} =— dS) - ; ;
transformada (1+a)™ =1+ Z m(m — )..-'(m—n+ )x",
IOV _ [ piovas = "
11 Integral da LS —= b = F(s)ds
13 s —-l1<z<1l,m#0,1,2,..
transformada

Funcoes especiais:

Fungdo Gamma

T'(k) = / P le % dy
0

Propriedade da
Funcao Gamma

k>0
n €N

Dk + 1) = kI'(k),
I'(n+1)=nl,

Fungao de Bessel
modificada de ordem v

> 1 T\ 2m+tv
L) = mzz:o m!il'(m+v+1) <§>

Funcao de Bessel
de ordem 0

Mg

> Tr:)m( )2m

Integral seno

¢ sen(z
Si(t):/0 %dm

Integrais:

e
/nma)"C de = —

Az

2 Az —-1)+C

/$2€>\I de = e/\z

x2 2x 2
— - — C
()\ )\2+X3)+

/a:"ekw dz =

1
7xne>\w _ E/xnflekwdx_’_c
A A

/wcos(A:p)dm _ cos (Az) + Az sen (A x) +C
22
sen (Ax) — Az cos (A x)
/zsen(/\x)dx: e +C

Z (X sen (wzx) — w cos (wx))

o)
/e“U sen (wx) de =

A2 + w?




F(s) = L{f(®)}

J(t) = £7HF(s)}

Tabela de transformadas de Laplace: 29 Vs—a—+Vs—b ! = (ebt — et)
F(s) = £{/(1)} 1t = £7H{F(s)} v
1 30 L —(ato)t <a - bt>
_ e
1 5 1 Vs+avs+b 0 2
1
1 31 —_— Jo(at
2 8—2 t \/m O( )
1 ! 32 - L ot 4 2an)
3 8771,’ (TL—172737 ) (n—l)' (s—a)% \/H
1 1 k-1
4 = 1 \/E i 2
7 —~ B | @ (k> 0) W (2a Iy _1(at)
1 t 1
5 ) 24— 34 —e s, (k> 0) Jo(2Vkt)
52 ™ S
1 ! 35 ie_% ! cos(2Vkt
1 & 1
1 t 36 —es —— senh(2Vkt
T s—a ¢ s% vt ( :
1 t —k+/5 k k2
8 ﬁ te® 37 e , (k> 0) 2@6 1t
s—a
1
9 L, (n=1,2,3..) L n-tgar 38 —In(s) —In(t) —, (v =0,5772)
(s—a)™ (n—1)! s
1 1 s—a Lot at
10 7 k>0 k—1 at 39 h’l( ) — (e —e
(s —a)k ( ) T'(k) s—b ¢ ( )
2 2
1 1 s 4w 2
11 m7 (a #b) — (eat _ 6bt) 40 In ( e ) n (1 — cos(wt))
2 _ 2
s at bt s“ —a 2
—_— — 41 1 = (1 — cosh(at
12 GoaGoD) (a #b) o (ae be ) n < 2 ) ; (1 — cosh(at))
1 1 -1 (W 1
13 PR " sen(wt) 42 tan ( s ) ’ sen(wt)
14 % cos(wt) 43 = cot71(s) Si(t)
s +w
1 1
1 s2 —a? a senh(at) Onda quadrada
s
16 e — cosh(at) as 1 0<t<a
2 _ 42 - 2 — )
s 1a 44 Stanh(2> f@) {_L a<t<2a
17 — leat sen(wt)
(s—a)?+w w ft+2a) = f(t), t>0
18 (S_Sa)ﬁ et cos(wt)
1 1 Onda triangular
19 —_— — (1 - t
2+ w?) 2 (1~ os(wt) t 0<t<
1 1 1 as ) a
20 _ — (wt — t 45 — tanh ( — fy=4 ¢
s2(s2 +w?) w3 (wt = sen(wt)) as? ( 2 ) —£+2, a<t<2a
1 1
21 - — (s - ;
7+ w22 g3 enwt) —wtcostul) Je+20) = (1), t>0
s t
22 m 5w sen(wt)
52 1 Retificador de meia onda
23 —_— — (sen(wt) + wt cos(wt))
2 2)2
(52 + w?) 2w sen(wt), 0<t< z
> f(t) ’
- 000 === w =
2 2)(s2 2)’ 1 46 2
by | (P Ha?)(s?+0?) g (cos(a) — cos(b)) (s2 4 w?) (1 —e ) 0, T =
(@ £ 1) —a w w
2
1 1 f(t-&-%):f(t), t>0
25 m T [sen(at) cosh(at)—
— cos(at) senh(at)] w s Retificador de onda completa
s 1 a7 —— coth (2—)
26 m ﬁ Sen((lt) senh(at)) s° + w f(t) — \sen(wt)\
1 1
27 (s4 1) 2—3(senh(at) — sen(at)) Onda dente de serra
st—a a
s 1 1 e~ s t
28 m ﬁ(cosh(at) — cos(at)) 48 PR A== f@t) = oy 0<t<a

ft)=f(t—a), t>a




e Questao 1 (0.5 cada item) Considere a fungao f(t) dada por:
F(t) = u(t) + tu(t — 1) + g(t)u(t — 2)

Sabe-se que f(t) é dada por partes como:

fl(t)J 0<t< 17

fi)y=9 (), 1<t<2,
2, t> 2.

Em que fi(t) e f2(t) sao fungdes definidas nos respectivos intervalos e g( ) estd definida para t > 0.

Marque as alternativas que apresentam expressoes para fa(?) / f(t)2dt e F(s) := L{f(t)}.
() fa(t) () gt LT ()F(S):S+62_6728

folt) =t gt) =1 - (14 8)e=* — (1 4 s)e~2
(x) fot)=t+1 ()glt)y=t-1 () I=53 (x) F(s) = 2
() fot) =1—t ()glt)=t+1 () I=1/3 ()F(S):S+6_S ey
() ND.A (x) gt)=1—t ) j B
() F(s) = s+e +s(2571)e

Solugao: Observe que, para t > 2, todas as Heavisides valem 1. Logo, para t > 2
ft)=1+t+g(t) =2
Portanto, g(t) = 1 — t. No intervalo 1 < t < 2, temos u(t) = 1, u(t — 1) = 1 e u(t — 2) = 0. Logo,
fa(t) = 1 +t. De maneira analoga, calculamos f;(t) = 1.
Escrevemos
ft) = u(t)+tu(t—1)+ (1 —t)u(t —2)
u(t) + (t—Dut —1) +u(t—1) — (t —2)u(t —2) —u(t —2)

e usamos a propriedade da translagao para obter

1 e s e~ 6725 6723
F = = - - _
() s * 52 * s 52 s
s+ (1+s)e®—(1+s)e
Também,
1, 0<t<l,
f@)P =< (1+1)? 1<t<?2,
4, t> 2.
Logo,

/03f<t>2dt - /f dt+/ 0 /f( 2t
= /1dt+/ 1+t2dt+/2 4dt
E

B 33 — 23

+
3+19+12 34
3

3



e Questao 2 (0.5 cada item) Seja o = In(2), f(t) = u(t — o) — u(t — 3a) e z(t) satisfaz o problema:

Assinale as alternativas que apresentam o valor de z(2«) e a valor do salto dado por lim z(t) —

lim x(t), respectivamente.

t—3a—

z(2a)

(

(x

_9,—1
22(1

9o

—_

)
)
()
()2
( )822“_1

olugao:

lim z(t) —

t—3a+

t—3a+

lim z(t)

t—3a—



e Questao 3 (0.5 cada item) Considere a funcao f(t) dada pela expressao:

1—t, 0<t<1
ft)y=2< 0, 1<t<3

2, t>3

Assinale abaixo expressoes em termos das fungoes Delta de Dirac e Heavisides para f(t) e g(t) = f'(¢)
e expressoes para as transformadas de Laplace F(s) = L{f(t)} e G(s) = L{g(t)} = L{f (1)}
f(t) g(t) = f'(t)

() (@ =tHu(t —1) + (1 4+ tHu(t — 3) () 6(t) —tu(t) +tu(t — 1)+ 5(t — 3)

() (1= tHu(t) + 2u(t — 3) () o(t) + 2tu(t) — 2tu(t — 1)
(x) (1—=tHult)+ # = Du(t — 1) +2ut —3) () 6(t) — 2tu(t) + 2tu(t — 1)

() (=)u®) — (= Dult —1) +2u(t —3) (x) 6(t) — 2tu(t) + 2tu(t — 1) + 25(t — 3)

() A=tu(t—1)+ (£ — Du(t - 3) () o(t) — 2tu(t) +26(t — 3)

F(s) = L{f(t)} G(s) = L{g(t)} = L{f'(1)}:

() s2—2+2(1 +S§)e_5 + 2s%e73¢ () s—2+2(1 —1—;)6_5 — 2s%e738

() s2—2+2(1 +;)e_s + 2s%e73¢ () s2—2+2(1 +S§)es + 2s%e73¢
(X)s —2+2(1+S§)65+2865 ( )s —2—|—2(1+;) e ® 425%™
(>3—2+2(1+;)e_5—286_5 ( )S—2+2(1—|—;2)6_S—286_S

() s—2+2(1 —1—;)6_5 — 2s%e738 (x) s2—2+2(1 +;)e‘s + 2s%e73¢

Solugao: Dada a funcao
1—t%, 0<t<1
f)=40, 1<t<3,
2, t>3
escrevemos da esquerda para a direita em termos de Heavisides:
f@) = (1 —tHu(t) + (t* — Du(t — 1) + 2u(t — 3)
u(t) — tu(t) + (=2t +14+2t — 1 — Du(t — 1) + 2u(t — 3)
= wu(t) — u(t) + (t—1)%ut — 1) +2(t — Du(t — 1) + 2u(t — 3).

Calculamos a Transformada de Laplace usando a propriedade do deslocamento em t:

1 2 26_5 e’ e 38
F(S) = - — —3 + + 2 + 2
s s s
s —2+2(1—|—5) _8+282€_3S
— = )

A derivada formal de f(t) é dada por
') = (1—=t3)0(t) — 2tu(t) + (t* — 1)8(t — 1) + 2tu(t — 1) + 25(t — 3)
= (t) — 2tu(t) + 2tu(t — 1) + 26(t — 3)
O(t) — 2tu(t) +2(t — Du(t — 1) + 2u(t — 1) + 26(t — 3)



e a transformada de Laplace é dada por A derivada formal de f(t) é dada por

2 2%  2e°

L)} = 1—-=
VL0 S R
2 —2+2(1+ s)e ® + 2s%e3¢

52

+ 26—35




e Questao 4 (0.5 cada item + 1.0 pelos graficos e tabela, todo desenvolvimento é avaliado.) Considere
o problema:

ﬁy/(t)—i—y(t) — ltu(t—1), 0<t<?2
y(0) = wo
y(2) = 2

Assinale as alternativas corretas, complete a tabela e trace os graficos de y(t) e 3/(t), indicando eixos
e valores notéveis. Use V7 ~ 1,4.

t | yt) | Y
(x) y(1/2) +y(3/2) =3+ V3
O v sy =s-v3 P! /2 |1+ VS VS
3_ 3 ()yw=2 .
() y(1/2)+y(3/2) = —3 () yo=3 Jm o2 In(3)
_3+\/§ (x)y=4 lim 5 0
() y(1/2) +y(3/2) = —3 () NDA. 1t
( ) N.D.A. 3/2 ) .
Solucao:
sY(s) —yo+In(3)Y(s) = In(3) E N ess}
lJ/ —
s+I(3)]Y(s) = yo+In(3) {1 + 2 }
\
_ Yo In(3) In(3)e*
Yis) = s+ In(3) * s(s+1n(3))  s(s+1In(3))
Portanto:

y(t) = o3 "+ (1 =37 +aut —1)(1 — 37
_ Yo + 14

Vemos que y(2) = 3 2+ (1 —372) + (1 —371) , pelo que:

y0:4.

Finalmente, temos:
y(t) =143 +ut - 1)(1 -3

Assim y(1/2) =1+3Y2 e y(3/2) =1+ 3712 + (1 — 37Y/2) = 2 Além disso:
Yy () =—In(3)3" "+ 5(t — 1)(1 — 3" +u(t — 1) In(3)3"" = [1 — u(t — 1)] In(3)3"*



e Questao 5 (3.0 pontos) A temperatura numa sala climatizada evolui no tempo conforme o seguinte
modelo simplificado:

dv(t)

7 —AV(t) = Vams) + q(t) (1)

onde v(t) representa a temperatura medida, vg,, é temperatura ambiente, ¢(t) é a poténcia de um
aquecedor e \ é uma constante relacionada as trocas de calor. Suponha também que a temperatura
é regulada por um sistema de controle automético que procura ajustar a poténcia ¢(t) de forma que
a temperatura medida se mantenha préxima de zero grau Celcius. O sistema de controle automatico
é regido pela seguinte equacao:

dq(t) du(t)

q(t) = —e€ P Kyo(t) — de (2)

Considere e = 1/2, K, =4, Kq =2, A = 2, Vgmp = —10, v(0) =0, ¢(0) = —1

a) (1.0) Encontre V(s) := L{v(t)}. Expresse como uma fungao racional cujo demoninador é um
polindnio cibico

b) (1.0) Encontre v(t).
c) (1.0) Calcule vy := lim v(t) € oo := lim q(%).
t—o0 t—o0

Obs: Copie suas respostas finais abaixo. O desenvolvimento também serd avaliado.

V(s) 21s + 40 21s + 40
s) = — — _
s(s+2)(s+6) s(s? +8s+12)
v(t) = _10 16—275 ﬁe—w _ —40 — 3e7 2 4+ 43¢5
3 4 12 12
Ve _1_?? oo = %
Solucgao:

Da segunda equacao, temos:

Qls) = —%(SQ(S)+1)—4V(S)—QSV(5)
(% ¥ 1) Q) = —5 — s+ V()
(s+2)Q(s) = —1—4(s+2)V(s)

Da primeira equagcao, temos:
10
sV(s) = =2 <V(8) + ?) + Q(s)

(s+2)V(s) = —? + Q(s)
(s+2)°V(s) — —w + (s 4+ 2)Q(s)

Substituindo uma equacao na outra, temos:

(s +2)2V(s) = _w_l_él(S—f—Q)V(s)
(8 + 85+ 12)V(s) = _w”
(542 s+ 6)V(s) = s+ 2ls+40

S S



_ 21s+40
s(s+2)(s+6)
101 1 1 43 1

35 4st2 12546

V(s) = =

Assim:

1
lim v(t) = _10
t——4o0 3
Além disso, vemos que:
1
= — —4V
Q) = ——5 — WV (s)



