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Regras Gerais: Identidades:

e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso iz

—e—iw el + e~ iz
computacional ou de comunicacao. sen(z) = _

cos(z) = 5

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.

6$ Jr e—$
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova. senh(z) = 9 cosh(z) = Y

Regras para as questoes abertas:
e Seja sucinto, completo e claro.

> n i1 ny n!
(a+b) :]Z:;)(j)a v (]>7m

e Justifique todo procedimento usado.

sen(z + y) = sen(z) cos(y) + sen(y) cos(z)

e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matematica consistente.

1 Linearidade

L{af(t)+ B9} = aL{f(t)} + BL{g(H)}

cos(xz 4+ y) = cos(z) cos(y) — sen(z) sen(y)

2 Transformada
da derivada

L{r'®} =sL{f(®)} - £(0)
L{f"(1)} =s*L{f()} — sf(0) — f'(0)

da integral

3 Deslocamento L{e*f®)} =F(s —a)

no eixo s
4 Deslocamento LA{u(t—a)f(t—a)} =e **F(s)

no eixo t e—as

L{u(t —a)} =
s
t F
5 Transformada L {/ f(T)dT} = (s)
0 S

6 Filtragem da
Delta de Dirac

| st - it = (@

7 Transformada da
Delta de Dirac

L{5(t—a)}=e"%

oo
:Z$":1+LE+LE2+$3-~, —-l<z<l1
n=0
r n 2 3
— = ne" =rx+2x°+32x° 4+, -l<z<1
(>
oo ™ 3
z _ z r . r _
e _ZW_IJF:BJF +3,+ 00 < T < 00
n=0
s n+1
T
In(l1+2x) = 1" , —l<a<l
() = 3 ("
oo 2n+1
T
arctan = -1)'— —-1<z<1
() T;( 2n+1
o 2n+1
sen = — —oco<r<oo
@)= D" Gy
o x2n
cos():Z(—)" , 0o < x < 00
= (2n)!
e 2n+1
h —o<r<
senh(z) Z:(QnJrl) 00 < x < 0o
n=0
ol $2n
cosh(:L’):Z:(2n)'7 —o00 < x < 00
n=0

8 Teorema da L{(f*g)t)} = F(s)G(s),
Convolugao
onde (f*g)( / f(m)gt—r7)
1 T
9 Transformada de L{f@t)} = T o= / e 5T f(r)dr
fungoes periddicas ¢ 0
dF
10 Derivada da LA{tf(t)} =— (s)
ds
transformada
11 Integral da L {@} = / F(v)dv
transformada #

|
el n:

—-l<zx<1l,m#0,1,2,..

Fungao Gamma

[eo]
T'(k) = / e % dy
0

Propriedade da
Funcao Gamma

D(k+1) = kD(k), k>0
I'(n+1)=nl, neN

Funcao de Bessel
modificada de ordem v

I(zx) = Z m!F(mirVJr 1) <g>2m+y

Fungao de Bessel
de ordem 0

Mg

m=0
)7”( )2m
m=0 m!

Integral seno

&@:Aﬁﬂﬂm

T

/ ne)\z dz g )\z_; n—1 )\zdx_’_c
A A A
/w cos (Az)dx = cos (A2) +)\2:v sen (Az) +C
sen (Ax) — Az cos (A x)
/xsen()\x)dx: e +C

Az . .
/e” sen (w ) dz = e ® (X cos (wz) + wsen (wzx))
A2 + w?




F(s) = L{f(®)}

J(t) = £7HF(s)}

Tabela de transformadas de Laplace: 29 Vs—a—+Vs—b ! = (ebt — et)
F(s) = £{/(1)} 1t = £7H{F(s)} v
1 30 L —(ato)t <a - bt>
_ e
1 5 1 Vs+avs+b 0 2
1
1 31 —_— Jo(at
2 8—2 t \/m O( )
1 ! 32 - L ot 4 2an)
3 8771,’ (TL—172737 ) (n—l)' (s—a)% \/H
1 1 k-1
4 = 1 \/E i 2
7 —~ B | @ (k> 0) W (2a Iy _1(at)
1 t 1
5 ) 24— 34 —e s, (k> 0) Jo(2Vkt)
52 ™ S
1 ! 35 ie_% ! cos(2Vkt
1 & 1
1 t 36 —es —— senh(2Vkt
T s—a ¢ s% vt ( :
1 t —k+/5 k k2
8 ﬁ te® 37 e , (k> 0) 2@6 1t
s—a
1
9 L, (n=1,2,3..) L n-tgar 38 —In(s) —In(t) —, (v =0,5772)
(s—a)™ (n—1)! s
1 1 s—a Lot at
10 7 k>0 k—1 at 39 h’l( ) — (e —e
(s —a)k ( ) T'(k) s—b ¢ ( )
2 2
1 1 s 4w 2
11 m7 (a #b) — (eat _ 6bt) 40 In ( e ) n (1 — cos(wt))
2 _ 2
s at bt s“ —a 2
—_— — 41 1 = (1 — cosh(at
12 GoaGoD) (a #b) o (ae be ) n < 2 ) ; (1 — cosh(at))
1 1 -1 (W 1
13 PR " sen(wt) 42 tan ( s ) ’ sen(wt)
14 % cos(wt) 43 = cot71(s) Si(t)
s +w
1 1
1 s2 —a? a senh(at) Onda quadrada
s
16 e — cosh(at) as 1 0<t<a
2 _ 42 - 2 — )
s 1a 44 Stanh(2> f@) {_L a<t<2a
17 — leat sen(wt)
(s—a)?+w w ft+2a) = f(t), t>0
18 (S_Sa)ﬁ et cos(wt)
1 1 Onda triangular
19 —_— — (1 - t
2+ w?) 2 (1~ os(wt) t 0<t<
1 1 1 as ) a
20 _ — (wt — t 45 — tanh ( — fy=4 ¢
s2(s2 +w?) w3 (wt = sen(wt)) as? ( 2 ) —£+2, a<t<2a
1 1
21 - — (s - ;
7+ w22 g3 enwt) —wtcostul) Je+20) = (1), t>0
s t
22 m 5w sen(wt)
52 1 Retificador de meia onda
23 —_— — (sen(wt) + wt cos(wt))
2 2)2
(52 + w?) 2w sen(wt), 0<t< z
> f(t) ’
- 000 === w =
2 2)(s2 2)’ 1 46 2
by | (P Ha?)(s?+0?) g (cos(a) — cos(b)) (s2 4 w?) (1 —e ) 0, T =
(@ £ 1) —a w w
2
1 1 f(t-&-%):f(t), t>0
25 m T [sen(at) cosh(at)—
— cos(at) senh(at)] w s Retificador de onda completa
s 1 a7 —— coth (2—)
26 m ﬁ Sen((lt) senh(at)) s° + w f(t) — \sen(wt)\
1 1
27 (s4 1) 2—3(senh(at) — sen(at)) Onda dente de serra
st—a a
s 1 1 e~ s t
28 m ﬁ(cosh(at) — cos(at)) 48 PR A== f@t) = oy 0<t<a

ft)=f(t—a), t>a




e Questao 1 (2.5 pontos) Um certo medicamento é absorvido instantaneamente e permanece homo-
geneamente distribuido na corrente sanguinea depois de administrado. O modelo é exponencial com
uma taxa de metabolizacao de 7 = 3h. Considere a situacao onde a concentracao inicial é nula, isto
é, ¢(0) = 0 e o individuo tomou trés doses da substancia, a primeira em ¢t = 0, a segunda em ¢ = 3h
e a ultima em t = 6h, todas com concentragao ¢y = 4 mg/l. O modelo matematico é dado por

1

() + 5e(t) = 48(t) + 48(t — 3) +49(t — 6)

a) (0.75 ponto) Calcule a transformada de Laplace C(s) = L{c(t)}.

b) (0.75 ponto) Calcule a solucao do problema dado pela transformada de Laplace inversa c(t) =
L7HC(s)}-

¢) (0.5 ponto) Complete a tabela abaixo com os valores solicitados.

lim ¢(t)

t—0—

li t
Jim c(t)

c(2)
lim ¢(t)

t—3~

i

c(5)

lim ¢(t)

t—6—

lim ¢(t)

t—67+

c(9)

d) (0.5 ponto) Faga um esbogo do gréfico de ¢(t) usando os eixos abaixo.




Solugao: a) Aplicamos a transformada de Laplace para resolver o problema. Temos
1
sC(s) —c(0) 4+ 50(3) =4+ 4e7% 4 475

Como ¢(0) = 0, temos

1
(s + §) C(s) =4+ 4e 3 + 4e7%.

Logo,
4+ 4e73% 4 4e705

C(s) =
AU TR
Solugao: b) A tranformada inversa ¢é calculada pelo item 7 da tabela, combinada com a pro-
priedade da translacao em t:

c(t) = 4u(t)€—t/3 +du(t — 3)6—(15—3)/3 + du(t — 6)6‘(t‘6)/3,

Solugao: c)

li t 0
e
li t 4
G

c(2) 4e=%/3
lim c(t 4e”!
A e ‘
lim ¢(t) det +4
t—3+

¢(5) 4e75/3 4 4e72/3
lim ¢(¢) 4™ +de
t—6—
lim c(t) | 4e 2 +4e ' +4
t—6+

c(9) 4e % +de 2 +4e7!

Solugao: d)




e Questao 2 (2.5 pontos) Dada a fungao
f) = (t—Du(t —1) — (t — 3)%u(t — 3) + (t — 5)%u(t — 5) + 3(t — 5)u(t — 5),
resolva os itens abaixo.
a) (0.5 ponto) Calcule f'(t) e f"(t).
b) (1.0 ponto) Esboce os graficos de f(t), f'(¢), f”(t) nos eixos abaixo.

f'(x)
f”(X)

o

¢) (1.0 ponto) Calcule L{f(¢)}, L{f'(t)}, L{f"(t)}.
Solucgao a)
flit) = (=180t —=1)+ult—1)—(t —3)%5(t —3) — 2(t — 3)u(t — 3)
+ (t—=5)%5(t —5) +2(t — 5)u(t — 5) + 3(t — 5)6(t — 5) + 3u(t — 5)
u(t —1) —2(t — 3)u(t — 3) +2(t — 5)u(t — 5) + 3u(t — 5).

f'(t) = 6(t—1)—2(t—3)0(t —3) —2u(t —3) +2(t —5)(t — 5) + 2u(t — 5) + 36(t — 5)
= 0(t—1) —2u(t —3) +2u(t —5) +34(t = 5).
Solugao b)

f'(x)
f”(X)

X

Solugao c¢) Usamos a propriedade da transla¢ao no eixo t para calcular as transformadas de Laplace.

LU} = se™ —2e73 4 (2 + 38)6755.

53
L) = se™% — 26_38:; 2+ 38)6_58'
L)} = se™% —2e73 + (2 + 38)6_55'

S



e Questao 3 (2.5 ponto) Considere a fungao
f(t) = wt — sen(wt).
a) (0.5 ponto) Mostre que f(t) satisfaz a equacdo f”(t) +w?f(t) = w’t, com f(0) =0e f(0) = 0.

b) (1.0 ponto) Calcule a transformada de Laplace de f(t) aplicando a transformada de Laplace na
equagao do item a) [Dica: use o item 20 para verificar suas contas|.

ft)

¢) (1.0 ponto) Calcule a transformada de Laplace de e usando a propriedade 11. [Se precisar,

use as identidades

(& =

/ w? dp — _zarctan(z/w) +w Lo d(arctan(x/w)) w
22(s% + 22) x dx x? + w?

]

Solucao a) De fato, f'(t) = w — wcos(wt) e f"(t) = w?sen(wt). Assim, f”(t) +w?f(t) = wt.
Também, f(0) =w-0—sen(0) =0e f'(0) =w — wcos(0) = 0.
Solugao b) Aplicamos a transformada de Laplace para obter

$2F(s) — sf(0) — f/(0) + w?F(s) = —.

Assim,

Solugao c) A propriedade 11 nos déa

E{%;} :.AMF@Mu

~—

onde

Assim,

5{4?} :(ZMF@MU

_ Pw+vwiw@Mﬂw

w+ v ar(;can(v/sw)} B {_w +s arctan(s/w)} .

= lim |—
V—00 S

Vamos resolver o primeiro limite usando a regra de L’Hopital

lim [_w + v arctan(v/w)] C b [_Uv?«l:—w? + arctan(v/w)}
V—00 v V—00 1
. vw
= vlglolo [——02 i arctan(v/w)}
o
= -5

Portanto,

} _ T W + sarctan(s/w)
; .



e Questao 4 (2.5 ponto) A temperatura em um forno industrial evolui no tempo conforme o seguinte
modelo simplificado:

'U’(t) = —Z(tv(t) —T,) +q(t)
a(t) =2 / (T; — v())dr + (Ty — v(t))
v(0) = 20

onde v(t) representa a temperatura medida no forno, T, = 20°C é temperatura ambiente, 7 = 100°C
é temperatura de controle, ¢(t) é a poténcia de aquecimento. Use as técnicas das transformadas de
Laplace para resolver o problema acima.

a) (1.5) Calcule as transformadas de Laplace V(s) = L{v(t)} e Q(s) = L{q(t)} e preencha os
retangulos abaixo:

Solugao: a) Substituindo os valores, temos:
V'(t) = —2v(t) + 40 + ¢(1)
q(t) =2 /t(lOO —v(7))dT + 100 — v(t)
v(0) = 20
Resolvemos o sistema usando transformada de Laplace:

40
SV —20=—2V+ — +Q
S

Q_g<?—ws))+@—v

S S

Substituindo a segunda equacao na primeira, temos:

40 2 (100 100
sV —20=—2V + — + = (——V(s)) +— =V

S S S S

Logo,
200
(s +3s+2)V =140 + —— + 20s
S

(§

_ 20s% 4 140s + 200
- s(s243s5+2)
~20(s* + 75+ 10)
os(s+ 1) (s+2)
~20(s+2)(s+5)
os(s+1)(s+2)
~20(s +5)

-~ s(s+1)

100 80

T s s+1




Também,

Q:_<@—V<8))+@—V

S S S

200_2(100_ 80 >+100_(100_ 80)

2 s\ s s+1 s s s+1
_200_200+ 160 _'_@_@_'_ 80
os2 82 s(s+1) s s s+1

160 80
- +

s(s+1)  s+1

160 160 80

S s+1+5+1
_160_ 80

s (s+1)

As transformadas inversas sao:

v(t) =100 — 80e~"
q(t) =160 — 80e".



