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Nome: Cartao:

Regras a observar:

e Seja sucinto porém completo.

e Justifique todo procedimento usado.
e Use notacao matemadtica consistente.

e Ao usar sistemas de coordenadas curvilineas (cilindricas, esféricas etc), indique a correspondéncia para o sistema de
coordenadas cartesianas (x,y,z).

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.

e Nao é permitido destacar folhas nem usar folhas adicionais.

e Nao é permitido o uso de calculadoras.

Formulario:

1. cosh(z) = %

x —x

2. sinh(z) = “=¢

3. cos(t) = 6“27‘37“

it

4. sin(t) = €5

5. cos(2t) = cos?(t) — sin®(t)

6. sin(2t) = 2sin(t) cos(t)

T (a+0)" =37 (Da" 7V, (1) = m



Questao 1 (2.5) Um automovel se desloca sobre uma pista horizontal em forma de elipse, cujo raio de curvatura varia entre
100m e 800m.

a) (1.5) Parametrize uma elipse em coordenadas cartesianas no plano xy e, a partir dessa parametrizagao, calcule o compri-
mento de cada um dos semi-eixos.

b) (1.0) Calcule a velocidade escalar maxima com que o automével pode percorrer a pista sem que sua aceleracdo normal
supere 4m/s?.

Solugao item a

Consideramos a seguinte parametrizacao:

= acos(t)
= bsin(t)

onde 0 < a < b s&o positivos e indicam os semi-eixos da elipse e 0 < ¢t < 27. A fim de obter o raio de curvatura, calculamos a
curvatura através da férmula
_ @) <" @l

K(t) =
[~ @)
onde 7 é o vetor posicao dado por
7(t) = acos(t)i + bsin(t)j

as derivadas de 7(t) sao, portanto, dadas por:

' (t) = —asin(t)i + beos(t)]

-

7 (t) = —acos(t)i — bsin(t)]
Assim, temos:

—

) x () = (—asin(t)%'+ beos(t) j) x (—acos(t)i — bsin(t)j')
= absin®(t)k + abcos®(t)k = abk

Onde usamos a identidade trigonométrica sin®(t) + cos2(t) = 1 e as identidades vetoriais i x j = k, jxi = —keixi=jxj=0.
Agora calculamos ||7(t)||:

7 ()| = [a2sin2(t) + b% cos?(t)]

Desta forma, temos:
_ @) <@l ab

O T0OF e + 0 o)

Como a curvatura assume os valores maximos e minimos nos vértices, basta olhar o valor de x em ¢ = 0 e t = 7, portanto,
estd no intervalo

a b

EERS e
Como p = %, temos

a® b2

—<ps —

b a

2 2 . . . 2 ~
e, portanto, G- =100 e % = 800. Para resolver o sistema, substituimos b = {55 na segunda expressao e encontramos:

4
a 3 6 2
100000 800 = a 8:-10° = a 0 00
e ) A
a 0000
:7:7:4
100 100 00

Portanto os semi-eixos da elipse sao 200m e 400m.

-~ . 2 ~ 7 7’ . . 7 Z .
Solugao item b Sabemos que a, = %, pelo que a aceleragao normal é maxima quando o raio de curvatura é minimo, ou
seja, 100m, dai temos:

v =/app=V4-100 =20m/s



Questao 2 (2.5) Considere o campo vetorial dado por F = f(r)7, onde r = ||7]| e f(r) é uma funcdo diferencidvel.
a) (1.5) Calcule o rotacional e o divergente de F.

b) (1.0) Para f(r) = cosh(r), calcule a circulagio de F' a0 realizar uma volta ao longo da curva descrita pela equacio

2 +y?=9

orientada no sentido horario.

Solugao item a
VxF=Vx(fr)m L2 (W(r)) < 7+ f(r) (6 X 1")
= (J'(#) x 7+ f(r)(0) =0
Onde usou-se a identidade V f(r) = f'(r)#, o fato que 7 x # = 0 (pois sdo paralelos) e
VX7r= Er oy 32 =0
x oy oz
. o o TAB() (& " = )
VF =V (sn T2 (Vi) -7+ 10) (V7
= (fin)r) T+ f(r)B) =rf'(r) +3f(r)
Onde mais uma vez usou-se a identidade V f(r) = f/(r)#, o fato que 7+ # = 7*- g = é =re
oz Oy 0z

Solucgao item b
A curva é uma circunferéncia de raio 3 e, logo, uma curva fechada. Como V x F = 0, F' é conservativo e, portanto, a

circulagao é zero.



Questao 3 (2.0) Calcule o trabalho realizado pelo campo de forgas F = — cos? (x)y;—i— (2% + y2); ao longo do retangulo cujos

vértices sdo (0,0,0), (m,0,0), (m,2,0) e (0,2,0) no sentido anti-horario.
— — — — — ﬂ' 2 — — —
W:?{F~dr:/(VxF)~NdS://(VXF)~kdydx
c s o Jo

Agora, precisamos calcular VxFk
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E finalmente, temos:

g 2 g T
w = /0 /0 Cosz(x)dydx:2/0 COSz(x)d:C:/O (14 cos(2¢))dx ==

Onde foi usada a seguinte identidade trigonométrica:
L ) ?

2i¢p 2 —2i¢p 1 2
cos2¢:( 5 S = + cos(2¢)

4 2




Questao 4 Considere o campo vetorial dado por F =i+ yj—f— (1+ Z)E e a superficie S limitada inferiormente pelo plano
z =1 e superiormente pela superficie que satisfaz a equagao

z2=2—2%—y>

(1.0) Calcule o fluxo de F através da superficie S orientada para fora através de uma parametrizagao direta da superficie
(sem usar o Teorema da Divergéncia).
(

a)

1.0) Calcule o fluxo de F através da superficie S orientada para fora através do Teorema da Divergéncia.

b)

¢) (0.5) Qual seria o valor do fluxo de F através da superficie S orientada para dentro?

Solugao do item a

Fluxo pelo paraboléide:
G(x?y7z) = Z—2+JJ2 +y2

Glz,y,z) = 2xi + 2y + k

<|l <

F-VG(z,y,2) =22> + 2> +1+ 2
Usamos coordenada cilindricas com

z = pcos(¢)
y = psin(e).

o, = / F.NdS = //FVGdA

= / / (227 4 2y* + 1 4 2)pdodp
o Jo
1 p2n
= / / (2® +y* + 3)pdepdp
0o Jo

1 27
= / / (p* + 3)pdedp
0 0
1
o

/ (p® +3p)dp = 2m(1/4 +3/2) =

Fluxo pela base:
1 2m
—/ / 2pdodp = —27
o Jo

Portanto 3
b =—
271'

Solugao do item b

-

V-F=3

1 2m 2—r2—y2
/3dV:/ / /3dzpd¢dp
Vv 0 0 1
1 27
3 [ -a?—)pdodp
0 0
1 27
3 [ [ pdods
0 0

67T/1(2p —p¥)dp = 6m(1/2 —1/4) = 3/27
0

A
Il

Solugao do item c A inversao da orientagao da superficie, multiplicaria o valor do fluxo por —1, ou seja, o fluxo seria —3/27



