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Regras a observar:

e Seja sucinto porém completo.

e Justifique todo procedimento usado.
e Use notacao matematica consistente.

e Ao usar sistemas de coordenadas curvilineas (cilindricas, esféricas etc), indique a correspondéncia
para o sistema de coordenadas cartesianas (X,y,z).

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.

e Nao é permitido destacar folhas nem usar folhas adicionais.

e Nao é permitido o uso de calculadoras.

Formulario:

1. cosh(x) = &=

2. senh(r) = £=¢—

4. sen(t) = ==~

5. cos(2t) = cos?(t) — sen?(t)

6. sen(2t) = 2sen(t) cos(t)

T (a+b)" =30 (D)a 7V, (1) = (n_n;)!j!



e Questao 1 (2.50 pontos): Considere a trajetéria dada pelo vetor posigao
F(t) = 2! cos(27t)i + 2¢ sen(27t);.

e Item a (1.25 ponto): Esboce o grafico da trajetéria para 0 < ¢ < 2, indicando no gréfico o trio
de vetores de Frenet-Serret no instante ¢t = i. Vocé deve indicar no grafico o ponto inicial e final.
(Obs: Nao é necessario calcular algebricamente o vetor).

e Item b (1.25 ponto) Sabendo que em determinado instante o vetor tangente unitario ¢ dado
por T = %;— %f, encontre o versor que indica a dire¢ao e o sentido da aceleracao normal neste mesmo
instante.

Solucgao item a:

No instante ¢t = 7/4, a particula estd no ponto

7 3
x cos <27r) cos | 57
7 3
y = 27%sen <§7r) =274 gen <§7T) = —27/4

Solucgao item b Como o trio de vetores T — N — B forma um conjunto ortonormal de vetores
(ver questao 2 da lista adicional), temos:

— — — - - 4—' - 4—»
N:BxT:kx(§¢——j):§j+gi

Solucgao item b para quem nao fez o problema da lista e nao se deu conta da relacao
Alternativamente, poder-se-ia resolver observando que 7' - N e ||[N|| = 1. Como o movimento
acontece no plano xy, temos N = i + y7, logo
3 4 5 o
—r—-y=0 e z°+y" =1
5 5y )
Fazendo um esboco dos vetores e levando em consideragao o sentido da trajetéria, descobrimos que
x>0 ey >0. Resolvendo a equacao temos os mesmos valores.
Alternativamente, pode-se-ia proceder geometricamente esbocando os vetores e suas componentes.



e Questao 2a (1.5 pontos): Uma particula de massa m se move sob a agao exclusiva de uma campo
conservativo ' = VV. Mostre que a energia total dada por

m
E= E'U(t)2 - V([L’, Y, Z)
é preservada. Dica: Use que v> =7 -v OU ¥-ad@ = vary. B
e Questao 2b (1.0 pontos): Encontre um potencial V' para o campo F' = cosh(r)r.
Solucao item a Para mostrar que a energia se conserva, basta mostrar que a derivada temporal

¢ nula. (Ver problema 3 da Lista 4)

d_ . dit) o, dFt) L dU(t) o, L
th = mul(t) o \A% Tt mi(t) o VV - 4(t)
= mi(t)-d—F-d(t) =0

onde foi usado que F' = ma.
Solugao item b Como F' é um campo com simetria radial, procuramos um potencial V' com a

mesma simetria, ou seja, V = f(r). Como V f(r) = f'(r)#, temos a identidade
f'(r)7 = cosh(r)?

Ou seja f'(r) = cosh(r), o que implica f(r) = [ cosh(r)dr = senh(r) + C' onde C' é uma constante
arbitraria.



e Questao 3 (2.0 pontos): Considere o campo F= ysen(z)j+ cos(z)lg e superficie S dada por
S:z=1—2*—1*

acima do plano z = 0 orientada para o lado interno da concavidade. Calcule o fluxo de F através
de S. Dica: Escolha um teorema de integracao que facilite seus calculos.
Solucao
Primeiro observamos que S é uma superficie aberta, logo nao podemos aplicar diretamente o
Teorema da Divergéncia. No entanto, podemos fechar a superficie se considerarmos também a base
B dada por
B:2*+4*<1, 2=0

// ﬁ.ﬁds:_///v.ﬁdv
SUB

O sinal negativo foi adicionado p01s estamos considerando o vetor normal unitdrio N apontado para
dentro. Como V - F' = sen(z) — sen(z) = 0, temos:

//F Nds+//F kds =0

Mas F - k = cos(z) = 1 em z = 0, portanto

//ﬁ-]\_fds:—//ﬁ-Eds:—//ds:—éreadeB:—ﬂ
s B B

Logo temos



e Questio 4 (3.0 pontos): Considere o campo F = %7 + k.

e Item a (1.5 pontos): Calcule o trabalho realizado por este campo ao deslocar uma particula
ao longo da circunferéncia de raio 3 centrada na origem sobre o plano zy orientada no sentido
anti-horario usando o Teorema de Stokes.

e Item b (1.5 pontos): Calcule o trabalho realizado por este campo ao deslocar uma particula
ao longo da circunferéncia de raio 3 centrada na origem sobre o plano zy orientada no sentido anti-
horario usando uma parametrizagao direta do caminho, ou seja, sem usar o Teorema de Stokes.

solucao item a Pelo Teorema de Stokes, temos

W:jfﬁ.d;://exﬁ.ﬁdsz//wﬁ.zds
C S S

Como 77 = k, temos

= = - O0F, O0F) 9
VXxF-(k)=——-—=-3
X F- (k) = -~ o y
Usamos o sistema de coordenadas polares
x = pcos(¢)
= psen(¢)

Portanto

2m 3
W = j{ﬁ-dr://ﬁxﬁ.ﬁdsz—/ /(3y2)pdpd¢
c S o Jo
27 3 2m 2
= —/ / (3p*sen? @) pdpdg = —3/ sen? gbdqb/ pPdp = —3m - 8l _ 24w
o Jo 0 0 4 4

onde foi usado

et —eTNT P2 e 1 cos(2t)
B 4 B 2

2m [T 1—cos(2¢)
/0 sen?(¢)d¢ _/o qub— s

Solucgao item b Usamos a parametrizacao

F(t) = 3cos(t)i+ 3sen(t)]
r(t) = —3sen(t)i+ 3cos(t)]
F-r(t) = —3sen(t)y® = —81sen*(t)

Assim . .
W= / Fri(t)dt = —81 / sen?(t)dt = — frac3434m
0 0

onde foi usado

s (=TT et 4%t 46— 4emP el 3 dcos(2t) + cos(t)
sen*(t) = | ——— ) = =
24 16 8

/2# Sen4(¢)d¢ _ /‘27T 3 — 4COS(2§) + COS(¢) d¢ _ 3_7T
0 0




