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Regras a observar:

e Seja sucinto porém completo.

e Justifique todo procedimento usado.
e Use notacao matematica consistente.

e Ao usar sistemas de coordenadas curvilineas (cilindricas, esféricas etc), indique a correspondéncia
para o sistema de coordenadas cartesianas (X,y,z).

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.

e Nao é permitido destacar folhas nem usar folhas adicionais.

e Nao é permitido o uso de calculadoras.

Formulario:

1. cosh(x) = &=

2. senh(r) = £=¢—

4. sen(t) = ==~

5. cos(2t) = cos?(t) — sen?(t)

6. sen(2t) = 2sen(t) cos(t)

T (a+b)" =30 (D)a 7V, (1) = (n_n;)!j!



e Questao 1 (2.5 pontos): Considere o campo vetorial dado por

—

F =2k
e a regiao V' limitada superiormente por
z=2

e inferiormente por z2 + 3% — 22 = 0. Calcule o fluxo de F através da superficie S que limita V
orientada para fora usando:

e Item a (1.25) O Teorema da Divergéncia.

Sendo S uma superficie fechada, podemos aplicar o Teorema da divergéncia:

cp://Sﬁ-ﬁdsz//Vﬁ-ﬁdvz///vzzdv

Parametrizamos o cone em coordenadas cilindricas:

7= peos(@), y=psen(g), ==z

2 2T z 2 2T 2 24
o = / / / 2zpdpdopdz = / / Bdpdz = 27r/ 2dz =27 - i 8w
o Jo Jo 0o Jo 0

e Item b (1.25) Uma integral direta sobre a superficie usando parametrizagoes adequadas. O
fluxo total ® pode ser calculado como a soma de dois fluxos: ®; através a topo (com normal 7 = k)
e &, através do tronco de cone (com normal 7i - k < 0)

o, = /ﬁ-ﬁdA:/z2dA:/4dA:47r22 — 167
A A A ~

area do circulo

temos:

P, = /ﬁ-ﬁdS:—/ﬁﬁGdA
S A

Onde G(x,y,2) =z — /22 +y? e

F.VG =2*
Sendo A a area projetada, que é um circulo sobre o plano xy de raio 2.
Usando coordenada polares:

x = pcos(¢), y= psen(¢)

27 2 27 2 27 2
v = [ [ oo~ [ [ @t iipdpto =~ [ [ opdpa
0 0 0 0 0 0

27 24
- _ 2 déd = —
/0 1 [0) 8T

Portanto ® = &, + &5 = 167 — 87 = &«



e Questao 2 (2.5 pontos): Use o Teorema de Stokes para calcular o trabalho realizado pelo campo
de forga . . . ~
F = 22? cos(y)i + cos(y)j + sen(yz)k

ao delocar uma particula ao longo do triangulo de vértices:
V1 =1(0,0,0), V,=1(0,0,1) e V3=(1,0,0)

orientado no sentido V; — V5, — V3 — V1.
O triangulo estd no plano zz, orientado de forma que 7 = j. Aplicando o teorema de Stokes,

temos:
W:]{f-df://vxﬁ-ﬁdsz—//vXﬁ-jds
c S S
Calculamos
= 2 - 0 0
VXF-j=—F ——F;=2xzcos(y) = 2xz
0z ox

onde usamos cosy = 1 pois todo o caminho estd no plano y = 0.
Parametrizando a regiao triangular, temos:

11—z 1 1
W = / / 2:£zd:)3dz:—/ a:z‘é_zzdz:—/ (1 —2)*2dz

o Jo 0 0

1

1 2 A\ [
= /0 (2 —22% + 2%)dz = (522 - §Z3 + ZZ)




e Questao 3 (3.0 pontos): Uma particula se move com velocidade escalar constante igual a 3 m/s
ao longo de uma trajetdria sobre o plano xy descrita por y = €2 no sentido de z crescente. Encontre
o ponto onde a curvatura da trajetoria é maxima e calcule a aceleracao tangencial e normal neste
ponto.

Consideramos a curva parametrizada em t como

F(t) =ti +eMyj

onde \ = 2.
De forma que

7)) = i+AeMj
() = NeMj
7(8) x (1) = (Z+ Ae”}') X A2 = AZME

Onde usamos i x i =0ei X j = k.
Pela férmula alternativa da curvatura, temos:
_P@ <@l A%t

kt - = — >\2 At 1 )\2 2Nt —3/2
" 17 ()] (1 + A2e2M)3/2 e (1+A%™)

A curvatura méxima acontece quando %k‘(t) = 0, ou seja:

- 3 -
N (14 X2 7 NS (14 A%e*) 2 (203 = 0
Equivalente a

)\36)\1& (1 + )\262)\1&) o 3)\563)\1& B
(1 _I_)\2e2)\t)5/2

Como 1+ A2 £ 0, temos
)\36>\t (1 + )\262)\t) — 3)\563)\t
(1 _I_ )\262>\t) _ 3)\262)\t

2>\2€2At =1
portanto a curvatura maxima acontece quando t = —% In(2)?), ou seja, quando eM = ﬁ e,
portanto:
1 1\ 2 /2\"* 2 4
Emge = N2—— [ 14+ N> — =—-|= A=-V3\=-V3
V2 ( 2)\2 3\6 9f 9f
no ponto z = —%hl(?)@) = —311(2) =ey = ﬁ = ﬁ Como a velocidade escalar é constante,

temos a; = 4|7 = 0. A aceleragdo normal ¢ dada por

2
A = kmagV? = 5\/5)\212 =43



e Questao 4 (2.0 pontos) Mostre que se % é um vetor constante e 7 é o vetor posigao, entao

—

a) (0.50) V (7-7) = 27

V(7)) =V (r?) =V (22 + 9> + 22) = 20 + 2y + 22k = 27

-

b) (0.75) V- (@ x ) =0
Por tab(11), temos:

=

v-(axf):f-(ﬁxa) —q (6><f) —0
pois V x 7= 0 e u é constante, sendo todas suas derivadas nulas.

¢) (0.75) V x (@ x 7) = 2
Por tab(12), temos:

Y x (@ x ) = (fﬁ)ﬁ-f(ﬁﬁ)—(aﬁ)ﬂa(ﬁﬂ)
onde

IR N 0 0 0 - - = - - = o
(u-V)r = |Uui=— +Us— + Uz— (xz+yj+zk>:ulz+uzj+u;),k:u
ox dy 0z

como V - 7= 3 e as derivadas de u sao constantes, temos:

V X (FX @) = —i+ 30 = 2@



