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Regras a observar:

e Seja sucinto porém completo.

e Justifique todo procedimento usado.
e Use notacao matematica consistente.

e Ao usar sistemas de coordenadas curvilineas (cilindricas, esféricas etc), indique a correspondéncia
para o sistema de coordenadas cartesianas (X,y,z).

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.

e Nao é permitido destacar folhas nem usar folhas adicionais.

e Nao é permitido o uso de calculadoras.

Formulario:

1. cosh(x) = &=

2. senh(r) = £=¢—

4. sen(t) = ==~

5. cos(2t) = cos?(t) — sen?(t)

6. sen(2t) = 2sen(t) cos(t)

T (a+b)" =30 (D)a 7V, (1) = (n_n;)!j!



e Questao 1 (3.0 pontos): Calcule o fluxo para fora do campo

—

F=zk
através da superficie que envolve a regiao limitada superiormente pelo cone

vri+yr=2-=z

e inferiormente pelo plano z = 0.
e Item a (1.5) usando o Teorema da Divergéncia;

-2-
//ﬁ-ﬁds=// ﬁ-ﬁdV:///dV:” 22 _8,
S 1% 1% 3 3

Onde se usou que o volume do cone é dado pela area da base pela altura sobre 3.
e Item b (1.5) através da um integral sobre a superficie sem usar o Teorema da Divergéncia.
Escrevemos o fluxo ® como constituido de duas partes ®; através da superficie conica (com

normal 7 - k > 0) e ®, atraves da base (com normal i = —k)

@1://ﬁ.ﬁds=//ﬁ-6GdA
S A

onde A é a projegao do cone no plano zy e G(x,y, z) é dada por

G(r,y,2) =2 — 2+ /22 + y?
VG—ZEZ =2 — /a2 + 12

0z

27 27
o, = / / Va2 + y?)pdpdd = / / (2 — p)pdpde = 27 (4 — g) = gw
J& @4 é nulo pois
D) = // (—k)dA // 2dA =0

pois a base esta no plano z = 0.
Assim & = ®,

assim



e Questao 2 (2.0 pontos): A posi¢ao no instante ¢t de uma abelha que se desloca em uma sala é
dada pelo vetor 7(¢). A temperatura dentro da sala é descrita pelo campo escalar T'(z,y, z).
e Item a (1.0) Use a regra da cadeia para mostrar que a derivada no tempo da temperatura
experimentada pela abelha é dada por .
v-VT
onde U é a velocidade da abelha no instante t.
A temperatura no instante t é dada por T (x(t), y(t), 2(t)), derivando em t e aplicando a regra da

cadeia, temos:
d 0T dx 0T@ oT dz

—T (x(t),y(t), 2(t) = —— + — ==
g @yt).20) = -+ S T o w
Basta observar que esta expressao é idéntica a v - VT:

dr- dy- d,zw) <8T7 or - 8_Ta)_8Td_x or'dy 0TI'dz

7 VT = [ =7+ 227+ 22k hall _ 7 htall el
vV (dt”dtﬁdt or' "oy’ T oz or di Oy di 0z di

e Item b (1.0) Sabendo que T'(z,y, z) = 300 + 30z cos(y) e que 7(t) = cos(wt)i + sen(2mt)k, use
a formula do item a para obter a taxa de variagao no tempo da temperatura experimentada pela

abelha no instante t = 1/2.

VT = 30 cos(y)i — 30z sen(y)j

(t) = —m sen(mt)i + 2m cos(2mt )k

<y

Assim -
U VT = —30m sen(7t) cos(y)

sobre a trajetoria y = 0, logo: ~
- VT = —30m sen(nt)

No ponto t = 1/2, temos:
v-VT = =307



e Questao 3 (2.5 pontos) Considere a parabola

Z = a:cz.

Encontre uma expressao para a curvatura e a torgao desta curva em fungao de = e a. Considere
a =1 e esboce em um tnico grafico a parabola e o circulo de curvatura no vértice.
Parametrizamos a parabola como
7(t) = ti + at’k

Assim, temos:

7(t) = i+ 2atk
7(t) = 2ak
,r—J

(1) x 7(t) = (?+ 2atE) x 2ak = 24
onde usamos i x i=0e€ix k = —f.
Da férmula alternativa da curvatura, temos:
vy = PO X P@1 2l
|77 ()| V1 + 4a?t?
logo

2|al
V14 4da2x?

A torcao é zero pois a curva é plana. A curvatura na origem vale 2|a| e o raio de curvatura vale,
portanto:

k() =

P o]




e Questao 4 (2.5 pontos): Considere o campo dado por:
F= (e +a)i

e os seguintes caminhos:
(' : a reta que liga o ponto (2,0,0) até o ponto (-2,0,0).
Cy:x=2sen(t), y=2cos(t), z=0, —7n/2<t<m/2.
(5 : o caminho fechado formado pela concatenacao de C; e Cs.
Faca o que se pede: .
e Item a (1.5) Calcule 5503 F' - dr usando o Teorema de Stokes. Do Teorema de Stokes, temos:

W = ﬁ.dfz//ﬁxﬁ-ﬁds
Cs S

Da orientagao da curva, temos 7 = —k e caculamos:

= = - O0F, OF
V><F-k:=—2——1:—2yezz—2y

ox oy

onde usamos z = 0 pois podemos fazer a integracao sobre uma regiao plana totalmente contida no
plano xy, um semicirculo.
Parametrizando em polares

T =pcosp, y=pseng,

g 2 g 2
W = / / 2ypdpd¢:/ / 2p? sen ¢pdpdad
o Jo o Jo

™1 2
= /0 ésengbdqﬁ:%

e Item b (1.0) Calcule | o F-dF usando uma parametrizacao direta. Parametrizamos a reta como

temos

F=—2ti,—-1<t<1

e temos )
W, = ﬁ-dF:/ F 7 (t)dt

1

como 7(t) = =2, F - 7(t) = —2(e"y® + ) = —22 = 4¢, pois y = z = 0 no caminho.
Assim

1
le/ 4tdt =0



