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Regras a observar:

e Seja sucinto, completo e claro.

e Justifique todo procedimento usado.

e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.
e Use notacao matematica consistente.

e Ao usar sistemas de coordenadas curvilineas (cilindricas, esféricas etc), indique a correspondéncia
para o sistema de coordenadas cartesianas (x,y,z).

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
e Nao é permitido destacar folhas nem usar folhas adicionais.

e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones, computadores ou qualquer outro recurso
computacional.

Formulério:

1. cosh(z) = ere

2. senh(x) = GT
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5. cos(2t) = cos?(t) — sen®(t)

3. cos(t) =

4. sen(t) =

6. sen(2t) = 2sen(t) cos(t)
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e Questao 1 (3.0 pontos): Considere a elipse sobre o plano zy cujos pontos satisfazem a equacao
dada por
2 2
x Yy
— + = 1
orientada no sentido horario. Aqui a e b sao constantes positivas.

e Item a (0.75) Esboce o gréfico desta curva orientada para a = 1 e b = 2. Sem a necessidade
de calculé-los algebricamente, desenhe os vetores 7', N e B no ponto do primeiro quadrante em que
Y=

e Item b (1.5) Através de uma parametrizacao adequada, encontre uma expressao para a curva-
tura em funcao das constantes a, b e das coordenadas x e y.

e Item c (0.75) Sabendo que o raio de curvatura em um vértices vale 8 e a distancia deste vértice
até a origem vale 2, calcule os comprimentos dos semieixos da elipse.

Resposta do item a

Resposta do item b Parametrizamos a curva conforme a seguir:
z(t) = acos(t)
y(t) = bsen(t)

onde a e b indicam os comprimentos dos semi-eixos da elipse e 0 < ¢ < 27. A fim de obter o raio de
curvatura, calculamos a curvatura através da férmula

0 <)
"0 = oE

onde 7 é o vetor posicao dado por
F(t) = acos(t)i + bsen(t)]
as derivadas de 7(t) sao, portanto, dadas por:
(t) = —asen(t)i + beos(t)]
() = —acos(t)i — bsen(t)]
Assim, temos:

—

7t) x'(t) = (—a sen(t)i + beos(t))) x ( —acos(t)i — bsen(t )j)
= absen(t)k + abcos®(t)k = abk

nde usamos a identidade trigonométrica sen?(t) + cos®(t) = 1 e as identidades vetoriais 7 x j = k,

-

xi=—keixi=jxj=0. Agora calculamos ||7(t)]:

”F(t) H = [az Sen2(t) + b2 cos? (t)] 1/2
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Desta forma, temos:
I7'(2) x @) _ ab
I (@) [a? sen?(t) + b cos?(t)]*/*

K(t) =



Substituindo as varidveis originais, temos:
ab

At =
[y? + o]

3/2

Resposta do item c¢ Consideremos que estamos no vértice (a,0) com a = 2, pelo que temos

temos b? = 8a = 16, o que implica b = 4.



e Questao 2 (2.0 pontos) Seja 7= i+ yj+ 2k, r = |||, prove as seguintes identidades:
e Ttem a (1.0) ¥ /() = L7 20

7’

e Item b (1.0) V*f(r) = [1r) + f'(r), r#0

Resposta do item a Prlmelro observamos que f(r) é uma funcdo de r e r é uma funcao de z, y
e z e aplicamos a regra da cadeia:

-0 -0 -0
Vi) = igofr) +ig fr) + kg fr)

qdf( Yyor —~df(r)or - df(r)or

dr 8x+j dr 8y+k dr 0z
df(r) [-0r  -0r  -Or
ar |"ox + 8y + k@z

Agora calculamos as derivadas de r em relacao as variaveis z, y e z:
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Retornando a expressao anterior, obtemos:

W) w22 F
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Resposta do item b Primeiro aplicamos os itens 7 e 5 da tabela:

Vif(r) = V- (Vf) = 6-<mf)
f'r

: ( ) L)
_ (Sl ) 2f"(r)) +3f’(7“)
= 2@4—]“”(7“)

onde usamos: . . . . .
V-FzV-(m’+yj+zk>:1+1+1:3



e Questao 3 (2.0 pontos): Use o teorema de Stokes para calcular o trabalho realizado pelo campo
de forca . . .
F = yx*cos(2)i — zj + sen(z2)k

ao deslocar uma particula ao longo da circunferéncia de raio 1, centrada na origem sobre o plano zy
orientada no sentido horario.
Como a curva esta sobre o plano xy, o vetor normal deve ser +k , pela orientacao da curva, vemos

pela regra da mao direita que 77 = —k Calculamos:
W:%ﬁ-d?:—//ﬁxﬁ%dfx
c s
- = = oFy, 0F;
kE-VxF = ———
Ox oy
= 0—2a%cos(z) = 2%, 2=0

Parametrizamos em coordenadas polares:

xr = pcos(¢), y= psen(e)

W = //VXF kdA = //:L’pdpd(b //pcos¢dpd¢
= ([ra0) ([ o) =3 [ (252 o=



e Questao 4 (3.0 pontos): Calcule o fluxo do campo
F=(2+2)k
atraves da fronteira da regiao limitada superiormente pela superficie

VP —1—2

e inferiormente pelo plano z = 0 orientada para fora.

e Item a (1.5) Usando o Teorema da Divergéncia.

e Item b (1.5) Integrando o fluxo diretamente sobre a superficies usando parametrizagoes ade-
quadas e sem usar o Teorema da Divergéncia.

Resposta do item a Calculamos o divergente:

= —

V- -F=2z

Pelo teorema da divergéncia, temos:
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Usando coordenadas polares, integramos no cone:

r=pcos¢, r=psen¢p, z ==z
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Resposta do item b Escrevemos o fluxo através da superficie como a soma de dois fluxos:

Assim,

¢ =P, 4 P,

onde &, é o fluxo através da superficie conica e ¢, é o fluxo através da superficie plana.

d, = // ﬁ-ﬁdsz// ﬁ-(—lZ)dS:—// (2+ 2%)dS
S1 S1 S1
= =2 // dS = —2m (area do circulo).
S1

Para calcular ®., projetamos a superifice conica, S, no plano xy:

G(z,y,z) =z —at+y?>—1
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F-vG = (2+z2):2+<1—\/:€2+y2> — 24 (1—p)=p*—2p+3

Onde se usa o sistema de coordenadas polares:

T = pcos¢, T = psenqo
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Finalmente, calculamos o fluxo total:
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