UFRGS — INSTITUTO DE MATEMATICA 1 2 3

4

| Total |

Departamento de Matematica Pura e Aplicada
MAT01168 - Turma C - 2015/1
Prova da area I1

Nome: Cartao:

Regras a observar:

e Seja sucinto, completo e claro.

e Justifique todo procedimento usado.

e Indique identidades matemd&ticas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matematica consistente.

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.

e Mantenha a caderno de questdes grampeado.

e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicagao.

COORDENADAS CILINDRICAS E ESFERICAS

a) Coordenadas cilindricas : p,¢,2

b) Coordenadas esféricas : r,€,¢
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Cone eliptico: 22 = Z—z z—j Elipséide: z—i + z—j + i—j =1
z
Paraboléide Eliptico: z = 2—2 + Z—j E?;Z?Séﬁiii = %z _¥
Hiperboléide Hiperboldide 7:’37273/72
de uma folha: de duas folha: g2 p2

Tabela do operador v
f=f(z,y,2) e g = g(x,y, z) sdo funcdes escalares;
F =F(z,y,z) e G = G(z,y, z) sdo fungdes vetoriais.

L. V(f+9) =Vf+Vg

2. §.<ﬁ+@>:@~ﬁ+§~é

3. Vx (F+G)=VxF+Vxd

4. V(f9) = Vg +gVf

5. ﬁ-(fﬁ):(ﬁf)-ﬁJrf(ﬁ-F’)

6. v x fﬁ):ﬁfxﬁJrfﬁxF’

7 v.vr=v=21 giyg‘ s

onde V2 = 88—;2+§—:2+§—:2 é o operador laplaciano

8 ﬁx(ﬁf):o

9 V- (Vxrf)=0

10. @x(ﬁxﬁ):ﬁ @~ﬁ>—@2ﬁ

11. V- (FxG)=c-(VxF)-F-(VxE)
n

12.

v G
13. @(ﬁ-@)z(@~§)ﬁ+(ﬁ-@)é+ﬁx<§x@>+@x<§><ﬁ>




e Questao 1 (2.5 pontos) Considere uma mosca que viaja a partir do ponto Py(2,0,0) descrevendo um percurso dado pela curva C': ¥ =

(2cos(2t))7 + (5sen(2t))] + tk.
a) (1.0) Calcule os vetores velocidade e aceleragdio da curva no ponto

5v2 11
<—\/§, Tf’ 87T> e esboce-os no gréfico ao lado. z
\_’/
- L o 2
b) (0.5) Esboce os vetores T', N e B no ponto <\/§, 5%, %) (ndo é necessério

calcular).
¢) (1.0) Use a definigdo do vetor binormal B para justificar que B pode ser cal- %

culado pela expressao

7 x
B=——-.
7-./ X 7-.//‘
T
e calcule-o no ponto t = 3
Solugao:a) ’

T =7 = (—4sen(2t))i + (10cos(2t))] + k
@ =" = (—8cos(2t))i — (20 sen(2t))7.

117
No ponto t = 5 temos

T=—2V2{ —5V2j + k

e
@ =" =4v2i — 10v2j.

¢) O vetor binormal é unitério e ortogonal ao normal e ao tangente. Como

L T
- T®
()]
¢ =
For ®)
GOIN
temos N i VN
o IO (@) — 7 (O]
|7(£)]2
€ i
- 7 (t 7 (t
Fo Ol FON
1T (®)[7(t)]? IT@)17(8)]2
Concluimos que os vetores T e N estao no plano formado por # e #’. O vetor # x ' é ortogonal ao plano e
7 x 7
|7 x 7|
é unitério. Usando ' e ' do item a) e aplicando em t = g, temos:
i j E
Px =] —2v2 5v/2 1 |=10V2i—4v2j+80k
—-4vV2 —10vV2 0
€ — — — —
5_ 10V2i— 427 + 80k  10v/2i — 4/25 + 80k

1/200 + 32 + 6400 V6632



e Questao 2 (2.5 pontos) Considere uma particula com uma trajetéria dada pela hélice eliptica C : ¥ = (2 cos(2t));+ 5 sen(2t))3 + tl_c'7
0 <t <, sujeita a um campo de forgas F' = —zyz_"-‘,- zx;-i- 2%k.
a) (0.6) Verfique se o campo F 6 conservativo e, caso afirmativo, calcule o potencial.

b) (0.7) Calcule a integral de linha
/ F.dr.
C

¢) (0.6) Discuta se o trabalho realizado pela particula por dois caminhos diferentes pode ser o mesmo. Calcule a integral de linha
/ F.dr,
D

d) (0.6) Use o teorema fundamental para integral de linha para discutir a coeréncia dos itens a), b) e c).

onde D é a reta que liga os pontos (2,0,0) e (2,0, 7).

Solugao:a) O campo é conservativo se, e somente se, o rotacional for nulo.

i 7k
N 0 0 0 - o -
VXF=| — — — |=—-zi—yj+2zk.

ox dy 0z

—zy zx 22

Portanto o campo nao é conservativo.
b)Aplicamos a defini¢do para obter
™
/ F.df = / (fzyZJr zxj + z2k‘) . ((74 sen(2t))i + (10 cos(2t))j + k) dt
C 0

/‘OTr (7515 sen(2t)7 + 2t cos(2t)] + t2E> . ((74 sen(2t))7 + (10 cos(2t))7 + E) dt

™
/ (20t sen?(2t) + 20t cos?(2t) + t2) dt
0

™
= /(20t+t2)dt
0
3"
= 102+ —
*3

0
3

™

= 10n% + —
T3

¢) O campo nao é conservativo, portanto a integral por dois caminhos diferentes ndo precisa ser necessariamente igual. Seja D : 7 =
e
2i 4+ tk, 0 <t <, uma parametrizacdo para a reta, entao

/ﬁ~d? = /t2dt
D 0

3

3
d) O teorema fundamental para integral de linha diz que se o campo é conservativo, a integral é dado pela diferenca de potencial nos
extremos, ou seja, nao depende do caminho. No item a) provamos que o campo ndo é conservativo e, nos itens b) e c), que as integrais
por dois caminhos diferentes dao resultados diferentes. Como o teorema fundamental de linhas nao se aplica nesse campo, o resultado é
coerente.
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e Questao 3 (2.5 pontos) Considere o campo vetorial F' = zzi 4+ xj + y?k, a superficie S; formada pelo paraboléide z = 1 — 2 2

-Y,
2z > 0 e a superficie Sz formada pelo cone z =1 — \/x2 + 92, 0 < z < 1, ambas orientada no sentido céncavo-convexo.

a) (1.5) Calcule as seguintes integrais de superficie:
/ (V x F) - ids
S1

/ (V x F) - dids.
Sa
convertendo-as em integrais duplas iteradas (sem usar os teoremas de Stokes e divergéncia).

b) (1.0) Use o teorema de Stokes para justificar o resultado do item a). E possivel conhecer o fluxo rotacional do campo F através da
superficie z = 0, z2 + y2 < 1 usando o resultado do item a)?

Solugédo:a) Primeiro vamos calcular o rotacional:

i 7k
. . 0 0 0 . =
VXxF=| gz B_y 9z |=vit+zj+k.
2
ez x L

Agora, calculamos o vetor normal a cada superficie fazendo G1 =z 4+ 22+ 32 —1=0e G2 = z+ /22 + y2 — 1. Temos
VG = 2ai +2yj + k

x - y -

6G2: 7+
Vatty? o Va4

J+k
Logo, sendo C o circulo unitdrio no plano zy, temos:

/ (V x F) - ias / / (Wi + o] + F) - (207 + 2y7 + F)dA
S1 c

//C(4xy +1)dA

27 1
/0 /0 (4p cos(0)psen(0) + 1)pdpdd
/2Tr /1 (2p3 sen(26) + p) dpdf
0

_ /OQW (seniZG) N 2) a0

_ cos(20) 4 2m
N 8 2

0

< :1:2+y >dA

_ / / (2 cos(0) sen(0) + 1) pdpdd
_ / / psen(20) + p) dpdd
/ (sen(29 ;)d@

‘ cos(29) 2

/LZ(ﬁxﬁ)-ﬁds

0

b)Observe que o circulo unitério C' limita as duas superficies, S1 e S2. O teorema de Stokes nos dd

/S1 (ﬁxﬁ)-ﬁds:/cﬁ-df
/S2 (6xﬁ)-ﬁds:/cﬁ-dﬁ

/Sl (6xﬁ)~ﬁd$:/32 (ﬁxﬁ)-ﬁds.

Também, a superficie S3 descrita no item b) é limitada por C. Portanto,

Logo,

/SS (6xﬁ)-ﬁdszw.



e Questao 4 (2.5 pontos) Seja V' a regido limitada pela superficie cilindrica z2+ 3% =1 e os planos z = 0 e z = 2. Considere a orientacao
positiva das superficies que limitam V para fora do cilindro. Dado o campo vetorial F' = J:yz_"—l— ;+ (x2 + y2)zk, calcule o fluxo através da

superficie lateral S do cilindro,
6= / / F . iids,
S

a) (1.0) Transformando em integrais duplas iteradas (sem usar os teoremas de Stokes e Divergéncia). Dica: Quebre a superficie em
duas, cada uma da forma y = f(z, 2).

de duas formas distintas:

b) (1.5) Usando o teorema da divergéncia e as integrais nas outras superficies da regiao.

Solugao:a) Separamos a superficie lateral em duas: S1 1y = V1—22, 0< 2<2e S :y=—V1—22 0 <2 < 2 Definimos

Gi=y—+V1—22eGs=y++1— 22 Temos

- x N
VG = ———1
vite
€
ﬁGQ = i ;+;

Os fluxos através de S1 e S2 sdo

$ = / F.idS
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O sinal negativo em ¢ é necessério, pois a orientagdo de VGg estd para dentro. Logo,

¢://Sﬁ-ﬁds:o.

b) Sendo S a superficie lateral do cilindro, R superficie que limita por baixo e T' a superficie que limita por cima, entdo o teorema da

divergeéncia diz:
/// 6-ﬁdV=//ﬁ-ﬁds+//ﬁ-ﬁds+//ﬁ-ﬁds.
\% S R T
//ﬁ-ﬁdS://ﬁ-ﬁdSqL//ﬁ-ﬁde///ﬁ-ﬁdv.
S R T 1%

Temos R:z=0, z2+y2§1eT:z:2, :r2+y2§1. Definimos G1 =z =0e G2 = 2z — 2 = 0 e calculamos VG1 = VG2 = k. Logo,

//Rﬁ'ﬁdsz//c(x%w%'OdS:/COdA:o

Logo,

e
27 1
// ﬁ-ﬁdS://(x2+y2)-2dS:2/ / p3dpd = .
T c o Jo
Também,
oL 2 p2r pl
/// V.-FdV = / / / (psen() + p2) pdpdfdz =
% o Jo Jo
Assim,

b= /ﬁ-ﬁdszo.
S



