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Regras Gerais:
e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicacao.
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
Regras para as questoes abertas
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matemd&ticas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matematica consistente.

Tabela do operador \Z
f=f(z,y,2) eg=g(zvy,z) sdo fungdes escalares;
F= ﬁ(a}, y,2) e G= é(x, y, z) sdo fungdes vetoriais.

1. V(f+9)=Vf+Vyg
Curvatura, torgao e aceleragao:
2. \A (F + G) =V-F+V-G Nome Definicao
VA d AT v/ ol = ~ df a7 7 (¢ 7 (¢
3. Vx (F+G)=VxF+VxG Curvatura | EH o e |7 (”7)7/2)]3( )]
= = = dt
4. V(fg)=fVg+gVf
= (+7) — (Sf). 7 = = _ dB o (7(t) x 7'() - 7"(t)
5 Vo (1F) = (91) F s (V- F) Torgio | T == N = < PO
6. @x(fﬁ>:§f><ﬁ+f§><ﬁ iB dB
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- = - o%f  8%f  0%f da Torgao dt
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7. V'Vf—vf—ﬁJrainJrﬁv — .
, < _llaxa)l v,
= 1o} 02 0?2 Aceleragao an = = = kv
onde V2 = 922 BTJQ + 22 é o operador laplaciano normal v P
- - g-7 d
8. V x (Vf) =0 Aceleragao ar = % = d—:
- . R tangencial
9 V- (VxF) =0
10. vV x (6 X ﬁ) =v(Vv- ﬁ) —V2F Equagoes de Frenet-Serret:
- . = I I dT' .
11. V(FxG)=G- (VxF)-F (VxG - = kN
ds
dN L L
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e Questao 1 (1.0 ponto) Considere as curvas C1, C2, C3 e Cy, com curvaturas s, c
K2, K3 € K4, respectivamente. Sabe-se que a curva Ca e C4 possuem o mesmo raio de 35l i
curvatura no ponto (0,0). Na primeira coluna, marque o item que apresenta todas
as curvas com curvatura constante e, na segunda, a magnitude das curvaturas no 300 1
ponto de encontro entre todas as curvas.
251 1
Curvas com curvatura constante Curvatura no ponto de encontro de todas as curvas
() Somente Ca. () k1> K2 > K3 > k4. 2.0} G 4
() Somente C3 e Cs. () K1 < k2 < K3 < k4. 15
() Somente C3 e Ci. () K4 < K1 < K2 <K3.
Cy
(X ) Somente Ca, C3 e C1. (X)) K1 < K2=Ka < K3. Lor ]
() Somente C4, C2 e Ci. () K3 < K2=ra <Ki1. osf 1
C.
() C4, C3,Co e Ch. () K1 =Ko =kK3=kKa4. 00 Y ‘ ‘ ‘
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e Questdo 2 (1.0 ponto) Considere trés
pontos sobre a curva ao lado, nomeados de
P, P> e Ps3, dispostos respectivamente no
sentido positivo da curva, e em cada ponto o
esboco do triedro de Frenet-Serret. Considere
um particula se deslocando sobre a curva
no sentido positivo com velocidade escalar
estritamente decrescente. Marque na primeira
coluna o correto item sobre a aceleracdo da
particula e, na segunda, a correta afirmacao
sobre o sinal da tor¢do em cada pedago da
curva.

Aceleracao

() A componente normal da aceleragdo é negativa. Torgdo

() A torgdo é sempre positiva.

(X

(

A componente tangencial da aceleragdo é negativa.
A torgao é sempre negativa.

X)
() A componente tangencial da aceleracdo é positiva.
() A torgéo é positiva entre P; e P> e negativa entre P> e Ps.

A norma do vetor aceleracdo é constante em todos os pon-

(
tos. (
(

A torcdo é negativa entre P; e Py e positiva entre P> e Ps.

—_— — — —

() A norma do vetor aceleragdo tem derivada zero em todos A torcao é zero nos pontos P1, P> e P3.

os pontos.

e Questdo 3 (1.0 ponto) Seja F = (22 + y? + 22)(wi + yj + zk) um campo vetorial e f = 22 + y? 4+ 22 um campo escalar. Considere
G=Vf+VXF.
Marque na primeira coluna uma expressao para // G- 77dS e, na segunda, o valor de / F. d?", onde S é a esfera unitaria centrada na
S C

origem orientada para fora e C é a circunferéncia unitaria no plano xy centrada na origem orientada no sentido horério.

()o (X)o0
()o2r ()1
() 4m () -1
(X) 8 ()2
() 167 () -2



e Questdo 4 (1.0 ponto) Considere a superficie S aberta
dada na figura ao lado, limitada pelo curva C. A superficie
S é dada por uma fungdo z = f(z,y), tem simetria axial
em relagdo ao eixo z e o dominio de f é [—1,2] x [—1,2].
A superficie S estd orientada no sentido de ke a curva C
estd positivamente orientada com respeito a S. Considere o
campo F = (z +1)j — 10k e as seguintes integrais:

A:/ F.dr
C

B://ﬁ-ﬁds.
S

Marque na primeira coluna o correto sinal de A e, na segunda,
o correto sinal de B.

Sinal de A

A>0.

A=0.

A<O.

Embora A # 0, ndo é possivel saber seu sinal.

Nao ha informagoes suficientes para estimar A.

e Questao 5 (1.0 ponto) Dado o campo conservativo

(y
dr,

F
coluna o pontecial ¢(z,y, z) e, na segunda, o valor F.
C

(X)) zy?2® + 239%2.

( ) £B2y222.
( ) :B3y323.
() 3z%y%2%
() 2zy?23 + 22322

B> 0.
B =0.
B <0.

Embora B # 0, nao é possivel saber seu sinal.

Nao ha informagoes suficientes para estimar B.

228 4 3y%222)i + (2zy2® + 22%y2)f + (3yxz® + x3y2)E, marque na primeira
onde C' é a curva 7 = tz?-l—f—i— tQE, 0<t< 1.
() o.
()1
(X) 2
() 3.
()4

e Questao 6 (1.0 ponto) Considere o campo vetorial F=7+ yj_"f Eea superficie S formada pelas seis faces do cubo de lado 2 (z = +1,

y =+1e z==+1), orientada para fora. Chamamos de S; apenas a face z = —1 do cubo, orientado no sentido de —k. Na primeira coluna

marque o item que corresponde /
S1

F . #dS e, na segunda, #
S

F.

o =~ N O



e Questdo 7 (2.0 ponto) Considere a fungio f(z) = 2> + 3z — 12z.
a) Calcule o ponto onde a curvatura é zero.
b) Discuta a existéncia dos vetores f, ]\7, B no ponto do item a).
c) Encontre o circulo de curvatura referente ao ponto (1, —7) (indique o centro e o raio).
Resp:

a) Primeiro observamos que:

oo @ 1w
T4 f(x)2 (14 (622 4 6z — 12)2)°
1
Assim k(z) = 0 implica 12z + 6 = 0, isto é z = —3

b) Aqui vale a pena trabalhar com a forma paramétrica:

Ft) = ti+ (23 +3t2-12t)7
7)) = i+ (6t +6t—12) ]
: Al 7?!(t) - = < .
Assim T' = m Como |7 (¢)|| = \/1 + (6t2 4+ 6t — 12)2 > 1 > 0, o vetor T estd sempre bem definido. No entanto, neste ponto
7
de curatura nula, isto é ||— || = 0, o vetor normal dado por:
s
daT
N=-d
Al

nao estd definido, e portanto, B tampouco esta.

¢) Primeiro calculamos a curatura e o raio de curatura no ponto x = 1:

12z + 6 12+6
M) S O e o128 (r G617 Y
@) = =S =

. [
E facil ver que a curva é plana com vetor binormal B = k, além disso:

Ft) =74 (612 +6t—12)F =i+ (6+6—12)7 =7

portanto N = T' x B = j. Assim o raio do circulo de curvatura é 1/18 e seu centro é dado por:

(1,=7) + pN = (1,—125/18)



o0&
e Questao 8 (2.0 ponto) Considere a superficie S aberta dada e
na figura ao lado, orientada no sentido de k. Seja C a curva 06 ) —+
no plano z = 0 que limita S. A equacdo da superficie é dada = ' i
por oreE
224328 4777 =4 — 2% — 2 0.4 i
Considere o campo F = —(y+ z2)?+ zj + z2yzlg. Calcule et
o 0z 1
// V x F - 7idS. T
s 3
] i
£ 0
T
e L 2
Dica: Use o teorema de Stokes.
Resp:
Pelo Teorema de Stokes, temos:
// ﬁxﬁ-ﬁdszyf F.d7
S C

Onde C é a fronteira da superficie S orientada pela regra da mao direita, isto é seguinte circunferéncia

7(t) = V3cos(t)i + V3sen(t)j, 0<t<2m, z=0.

(REVISAR)
- 2,
o= 515 Feoar= [ F.r)dt
C 0

27

[—(y + 22)(—V3sen(t)) + x(\/gcos(t))] dt

27

= [3 sen?(t) 4 3 cos? (t)] dt = 67

J,
J,

-



