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Regras gerais:
e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicacao.
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
Regras para as questoes abertas:
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matemd&ticas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matematica consistente.

Tabela do operador \Z
f=f(z,y,2) eg=g(zvy,z) sdo fungdes escalares;
F= ﬁ(a}, y,2) e G= é(x, y, z) sdo fungdes vetoriais.

L V(f+9) =Vf+Vg
2. V- (ﬁ + é) =V.F+V.G Curvatura, torgao e aceleragao:
Nome Definigao
3. Vx (F+G)=VxF+Vxd R =
) df' | _ || G || _ 17 @) x 7 @)
> = = Curvatura k=== 451l = = 3
1 Y (f9) = fVg + gV f ds || % IOl
> Vo (1F) = (V1) F+ £ (V-F) Torea dB o (1) x (1) -7 ()
orgao T=—— -N=
N . i - = ¢ ds 17 @) < ™ (0)]12
6. VX(fF)szXF—}—fVXF
dB|| | %8
. dt
- = - o%f  8%f  0%f Moédulo 7] =||l—| = 4L
2, ds
7. V-Vf=Vf—@+872+@7 da torcio d dt
. 82 82 82 g = 2
onde V2 = —— + —— + —— & o operador laplaciano Aceleragao anN = g > & =2 _ Kv?
ox2  Oy? 922 v p
normal
8 vV x (ﬁf) =0 _ a-v  dv
Aceleragéao ar = —— = %
S S o v
9. V. (v x F) -0 tangencial
10. §x<§xﬁ>:ﬂ 613)—@213
Equacées de Frenet-Serret:
11. V- (FxG)=G-(VxF)-F-(Vx0q) aT "
ds
Vx (FExG)=(G-V)F-G(v. F)- dN " ﬂ
2 Vo (Fx@)=(Gv)F-d(v.F) W 47
- (F-V)@+F(v-q) s
dB _
= = —rN
ds
3 @(ﬁ@):(ﬂﬁ ﬁ+(ﬁ~@)G+
' +F x ﬁxé)+@x(ﬁxF>
14. Vi(r)=f(r)f, 7=ai+yj]+zk




e Questao 1 (1.0 ponto) A espiral de Euler é uma curva cuja curvatura varia linearmente ao longo
do comprimento, isto é se s é o comprimento da curva entre seu ponto inicial em um dado ponto 038
P, a curvatura no ponto P é dada por k(s) = as. A espiral de Euler com o = 1 no plano xy é ;|

parametrizada por:
0.6

t t
o) = [ costryar, y(0) = [ sen()a.
0 0
T 0.4
Assinale as alternativas que indicam respectivamente o vetor tangente em t = 1/1 e a distancia 031

o
percorrida até o primeiro ponto onde o vetor tangente € j. 0.2

P s . . L
Vetor tangente em ¢ = ,/ —: Distancia percorrlda até o primeiro ponto onde o

4 vetor tangente é j: 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

() -J () Vor
2

(--) Oz

(7+7)
()
Observamos que:

7(t) = /Ot cos(72)dri + /Ot sen(r2)dr

() = cos(t?)i+sen(t?)]

@) = cos(t2)? + sen(t2)2 = 1

T(t) = ®) = cos(t?)i + sen(t2)]

I~ @)l

() = e Qe (§)i= G g

u

Y

- . . ™ NP
O vetor tangente é j quando Cos(t2) =0e sen(t2) =1, o que acontece pela primeira vez quando % = 3 Para a distancia, temos:

5= /Oﬁds: /O\/§||f’(t)||dt - \/g



e Questao 2 (1.0 ponto) A temperatura em uma sala com uma parede aquecida é modelada por
T(z,y,z) =80e™" — 20 (y2 + 22) .

Uma abelha se encontra na posi¢do (1,1,0). Assinale a alternativa que indica a dire¢do e sentido de maxima taxa de variagdo da temperatura
neste ponto e o valor desta taxa de variagao.

Direcao e sentido: Taxa de variagdo maxima:

) —2e~1i+7 () 801 +4e—2

—2
it () 40v/1+4e2
—2e~17—
e 201+ 4e—2
O A= () 20V1+4e
) 72+26_1f () 10v/1+4e2
V1+4e—2 () 5vV1+4e2
72726715

) V14 4e—2

() Nenhuma das anteriores
Calculamos o gradiente:

VT (z,y,z) = —80e"%i—40yj — 40zk
VT(1,1,0) = —80e~ 17— 407
Assim a taxa de méxima variagao é
IVT(1,1,0)] = /80224402 = 40v/4e=2 + 1 = 401/1 + 4e—2
A diregao ¢ sentido é dada por:
VT(1,1,0) —80e 17— 405  —2e 77—

IVT(1,1,0)] 40vVT+4e=2 1+ 4de 2



e Questao 3 (1.0 ponto) Considere a curva parametrizada por:

I
ity =ti+ —j5+ —k
(t) 5it gk
onde ¢ é uma constante. Assinale as alternativas que indicam corretamente a expressdo para a tor¢do e curvatura:

Curvatura k:

Torgao 7: ) V14482 + ¢4
( ) 2\/1+t2+4t4 (1+t2 +4t4)3/2
1462 +t4
5 . 0) V1482 +tt
\/7 e —
() AT (142 + 4¢4)3/2
1+ 482 4+ ¢4
9 O) V1442 + ¢4
O ireya (142 + t4)3/2
) 2 VI+t2 4t
1+4t2+t4 (1+t2+4t4)3/2
2
O ey Vieean

(14 482 + 4)3/2
Observamos que:

) = ti+ g} ?E
Ft) = i+t +2k
() = F42k
P = 2k
Assim
PO x () = -2 +k
) x 7 @) -7 = 2
7Ol = Vi+t2+tt
17t x @ @) = V1I+42+t
Portanto:
K(t) = 7 (&) x ™ Ol _ V1+42 4t
l7 ()13 (1 + 2 4 $4)3/2
iy = TOXT@ T 2

l7 () x @' (t)]|2 14412 4+ t4



e Questdo 4 (1.0 ponto) Considere o campo radial F = rP 7= 21+ y]_"-‘,- zl;7 n > 0. Seja C a circunferéncia de raio a no plano zy
centrada na origem e orientada no sentido horério e S a esfera centrada na origem de raio a > 0 orientada para fora.

Assinale a alternativa que indica W := yg F.die®:= # F.dS.
C

C
Circulagao W: Fluxo ®:
() —2mant? () 4mant?
() —2mant? () 4mant?
() 2ma"t? () 4mant3
() 2ma™t! () 4ma™t1/3
()o () 4ra"*2/3
() 4ma™t3/3
ons

Como todo campo radial é conservativo e C' é fechado, W = 0. Calculemos ®:

F.dS

o
Il
Sehiabiatialia

P
o = F.idS
F.7dS
rdS
a”dS

P = a”#ds
C

d = a" (47m2) = 4ra"t?



e Questao 5 (1.0 ponto) Considere o campo conservativo F= (z + y)?-‘,— (z + z)j—l— yE
Assinale a alternativa que indica um potencial ¢ para F' a o valor de a integral / F.di onde
C

C é parametrizado por:

Ft) =t + (1 + )] +1°k, 0<t<1.

Potencial: Integral de linha:

z? +y? 2

() oly,2) = +ay+yz () 3/
. () 5/2
x

() plz,y,2) = o +ay+yz+1 ()92

—9/2

R )

() elay,2) = —— +ay” +yz+3 () —5/2
2 —3/2

() la,y,2) = = +a2y%2> ()3
2 () Nenhuma das anteriores.

() Nenhuma das anteriores.
Para calcular o potencial, observamos que:

2
¢>z=r+y=>¢=%+:vy+0(y,Z)

Assim
¢y =x+Cy(y,2) =z +2= C(y,2) = yz + D(2)
e:
¢ =y + D'(z) = y = D(z) = E (constante).
Finalmente:

2
T
oz, y2) = — +taytyz+ B
Para a integral de linha, basta calcular a diferenga de potencial:

W = ¢(z1,y1,21) — ¢(x0,Y0, 20)
90(1727 1) - 90(07 170)
(1/24+24+2+E)—(04+0+0+E)=9/2



e Questdo 6 (1.0 ponto) Considere o campo F(x,y,2) = f(z,v)i + g(z,y)]
esbogado na figura ao lado e os caminhos Cj, C2 e C3 que comegam no

ponto (4,4,0) e terminam no ponto (—2,—2,0). Defina W; = F.dr,
C1
W2=/ F.dfeWs= | F.dr.
Co Cs
Assinal_«; as alte_}rnativas corretas:
() j-VxF >0 em todos pontos. W1 =Wy =Ws
=W < Wa=W;3

() ]_' V x F < 0 em todos pontos.

() VxF + 0 em alguns pontos, mas yg F-
C
para todo caminho fechado.
() k-V x F =0 em todos pontos.

(X ) 7-V x F=0em todos pontos.

Campo F

4
2/ VA -
[ \ G
:/ 7 s = s a RN
1 1 7 + . . Y \ \
o4« . Ny x \
ol A vy i l
- SN ZA AN/
—1L % N < 4, vy / !
X - - & », g
LK ‘ A
2 3

-2




e Questao 7 (2.0 ponto) Considere o campo F=—zi+ $3+ Tk e a superficie triangular S no plano zy orientada no sentido z positivo
e limitada pelo caminho C' composto pelos segmentos de reta que ligam os pontos P; = (0,0,0), P = (1,0,0) e P3 = (1,1,0) no sentido
P1~>P2~)P3~>P1.

Calcule o valor da integral de linha de W = / F . di e de superficie ® = / F.dS.
S

Para calcular W, usamos o teorema de Stokes:

W= /Cﬁ.df://swﬁ.ds?
— //SdS:l/2

Para calcular @, integramos diretamente na superficie:

// F.dS == // zdS
S S
1 px 1
/ / zdydr = / x?de =1/3
0 Jo 0

3]



e Questao 8 (2.0 pontos) Considere a superficie fechada orientada para fora composta superiormente pela superficie de rotagdo descrita
como

z = f(z,y) = cos(z® + %), Va2+y2 < \/ g

z=0, x2+y2§~/g.

Seja o campo vetorial dado por F= 1‘3—}— 2zk. Use o teorema da divergéncia para calcular o valor do fluxo ® := // F.dS.

e inferiormente por

P

/ V. Fdv
S
// 24V
27 cos(p? )
= / / / pdzdpdf

cos(p?)
= 4r / / pdzdp
0

0
= / COS(P )pdp
J,

ﬁ

3]

)

Il
N

7

; cos(p®)pdp

[SE]

= 27r/ cos(u)du = 2w
0



