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Nome: Cartao:

Regras Gerais:
o N3o é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicagao.

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
Regras para as questoes abertas
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
o Indique identidades matemaéticas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matemdtica consistente.

Tabela do operador \Z
f=f(z,y,2) e g=g(zvy,z) sdo fungdes escalares;
F= ﬁ(a}, Yy, z) e G= é(x, y, z) sdo fungdes vetoriais.

L V(f+9) =Vf+Vg
2. V- (ﬁ + é) =V.F+V.G Curvatura, torgao e aceleragao:
Nome Definigao
3. Vx (F+G)=VxF+Vxd R =
) c 9T _ || || 17w x @l
= = = urvatura =52 = gl = - 3
1 Y (f9) = fVg + gV f ds || % IOl
> Vo (1F) = (V1) F+ £ (V-F) Torea dB o (1) x (1) -7 ()
or¢ao T=—— -N=
N . i - = ¢ ds 17 @) < ™ (0)]12
6. VX(fF)szXF—}—fVXF
dB|| | %8
. dt
- = - o%f  8%f  0%f Moédulo 7] =||l—| = 4L
2, _ ds
7. V-Vf=Vf—@+872+@7 da torcio d dt
. 82 82 82 g = 2
onde V2 = 25 tast a3 é o operador laplaciano Aceleragao anN = g > & =2 _ Kv?
ox Jy 0z v P
normal
8 vV x (ﬁf) =0 _ a-v  dv
Aceleragéao ar = —— = %
S o o v
9 V. (v x F) -0 tangencial
10. §x<§xﬁ>:ﬂ §ﬁ>—€2ﬁ
Equacées de Frenet-Serret:
11. V- (FxG)=G-(VxF)-F-(Vx0q) C;_T _ "
s
Vx (FExG)=(G-V)F-G(v. F)- dN " ﬂ
2 Vo (Fx@)=(Gv)F-d(v.F) W 47
- (F-V)@+F(v-q) s
dB -
. N
3 @(ﬁ@):(ﬂﬁ ﬁ+(ﬁ-@)G+
' +F x ﬁxé)+@x(ﬁxF>
14. Vi(r)=f(r)f, 7=ai+yj]+zk




e Questao 1 (1.0 ponto) Considere a curva plana parametrizada por:

z(t) = tcos(t),

cp 2o T . .
Pode-se afirmar que o vetor tangente unitario e a curvatura em t = 3 sao respectivamente:
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Primeiro calculamos:
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Assim, em t = 5:

Portanto :

E, finalmente:

Curvatura k:
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y(t) = tsen(t),

2(t) =0, —t>0
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e Questao 2 (1.0 ponto) Em um determinado instante, a posi¢do, velocidade e aceleracdo de uma particula sdo dadas por:

Ft)=i—2j+Fk o) =3i+4k, at)=5i+2]
Pode-se afirmar que a aceleragdo tangencial e o vetor normal unitdrio no dado instante sdo, respectivamente:

Aceleracao tangencial: Vetor N:
()0 V5 Is7 + 57+ ok
()1 () \2/5_[ J ]
512 o=
E;; ()2—5[81+5J—6k]
()4 () ‘2/—55 (57 + 87 + 6k
()5 VB[ o
() 2—5[5z+8]76k]
() \2/—55 [76?+ 5j'+812]

V5 [6§+ 57 — 8/2]

Primeiramente, usamos a férmula para obter a aceleragdo tangencial:

a-v 15

a = — = — =
N )
Agora basta isolar N na expressao: . .
a=arT+anN
onde - R
7o E’ _ 31+ 4k
v 5
Assim
. Lo 37 4 4k
anN = 6—aTT5i+2j—3< Lt )
16- - 12.
= —i+2j— —i
5 5
2 (87+55 - 67)
= —(8& — 61
5 J
Finalmente:

o 8i4+55—67 5o
N:M:i[gi_’_gﬂ_Gk]
V82452462 25



e Questado 3 (1.0 ponto) Considere o campo radial F = rP 7= 21+ y]_"-‘,- zl;7 n > 0. Seja C a circunferéncia de raio a no plano zy
centrada na origem e orientada no sentido horério e S a esfera centrada na origem de raio a > 0 orientada para fora.

Assinale a alternativa que indica W := yg F.die®:= # F.dS.
C

C
Circulagao W: Fluxo ®:
() —2mant? () 4mant?
() —2mant? () 4mant?
() 2ma"t? () 4mant3
() 2ma™t! () 4ma™t1/3
()o () 4ra"*2/3
() 4ma™t3/3
ons

Como todo campo radial é conservativo e C' é fechado, W = 0. Calculemos ®:

F.dS

o
Il
Sehiabiatialia

P
o = F.idS
F.7dS
rdS
a”dS

P = a”#ds
C

d = a" (47m2) = 4ra"t?



e Questao 4 (1.0 ponto) Considere a superficie dada por

z = f(z,y) = cos(z® +2y%), Va2 +2y2 < \/ g

Assinale a alternativa que indica as curvas de nivel da fungdo f(z,y) e o vetor normal

VT

unitario a superficie no ponto x = - e y = 0 orientado para fora da concavidade.
As curvas de nivel sao: Vetor normal:
() Circunferéncias ) V2ri+ 2k
() Elipses de semieixos distintos VA +2m
() Pardbolas ) V2rj+ 2k
() Hipérboles va+am
() Nenhuma das anteriores () —V2r i+ 2k
Vi+2rm
—V2r i+ 2k

) V44 2m

As curvas de nivel sdo elipses.
Defina a fungao auxiliar
G(z,y,2) = z — cos(z? + 2?)

Assim

VG = 2z sen(z? + 2y?)i + 4y sen(z? + 2¢°)j + k

<[

No ponto =z = e y =0, temos:

SV V2
2 2

Como o vetor normal tem componente z positiva, ele é dado por:

. VG V2ri+ 2k
n= =

VG| Viter




e Questdo 5 (1.0 ponto) Considere o campo F =V (:1:2 +y4y2® +ay(l—2) + 5) e os caminhos C e Cy parametrizados
por:

Cr: 7(t) =24+ 1+ )] +t°k, 0<t<1.
Cy ¢ 7(t) = cos(t)] +sen(t)k, 0<t< 2.
Assinale a alternativa que indica o valor das integrais de linha de W = F.dre Wo = / F.dr.
Cq Co
Wl- WQI
()2 ()o
3 _
()3 -
3
()1 )
1 —2
)3 () —er
5w

()0 () =3
Como o campo é da forma F= ﬁap, temos que a integral de linha é diferenga do potencial ¢.
O caminho C1 comega no ponto (0,1,0) e termina em (1,2,1), assim

Wi=10—-6=4

O caminho C3q é fechado, entao a circulagao é nula.



e Questao 6 (1.0 ponto) Considere o campo ﬁ(a}, y,2) = f(x, y); esbogado na figura
ao lado e os caminhos C1, C2 e C3. C1 é a reta que comega no ponto (—3,—3,0) e
terminam no ponto (3, 3,0). O circulo C3 estd no no plano xy centrado na origem e é
orientado no sentido anti-horédrio. C3 é uma elipse no plano zy orientada no sentido

anti-hordrio. Defina Wy :/ F. dr, Wo = yg F.dfe W3 = F.dr.
1 Co Cs
Assinale as alternativas corretas: Lo
(x) Wa<0=Wa < Wy () V-F<O0em (2,2).
() Wi<0=W2 <W3 (x) V-F >0 em todos os pontos.
()v

x F #* 0 em alguns pontos, mas 55 F'-

,2
Il

C
d7 = 0 para todo caminho fechado.

A

—
T
<

x F'=0 em todos pontos.

()7 VxF>0em(2,2).

‘Camp‘o de yelociqades‘
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e Questao 7 (2.0 ponto) Considere o campo F=_—zi+ $3+ zk e a superficie circular S no plano xy orientada no sentido z positivo e
limitada pelo caminho circuferéncia C' de raio unitério centrada na origem e orientada no sentido anti-horario.
Calcule o valor da integral de linha de W = / F.diede superficie & = // F.dS.
S

c
Primeiro, calculamos W. Primeira opgao - via parametriazagao direta:

Parametrizamos o caminho como:

t) = cos(t)i+sen(t)j, 0<t< 2m,
F@t) = —sen(t)i+ cos(t)]
Assim
— 2‘" —
W = %F-d?: F-#(t)dt
0
27
= / (zsen(t) 4+ x cos(t)) dt
0

cos? (t)dt = /

0

2 (1 + C;s(Zt)) .

Il
o\m
3

Segunda opcgao - via teorema de Stokes:

//SdS:w

¢ = // F - kdS
S
1 r2m
// zdS = / / 0% cos(6)dodp = 0
S 0 Jo

Agora calculamos ®:



e Questao 8 (2.0 pontos) Considere a superficie fechada orientada para fora composta por

$2+y2+22:1,m20

¥ +22<1,z=0.

/ﬁ-d§

Seja o campo vetorial dado por F=vV (xS +z4+yz+ 1).
Calcule o valor do fluxo

o
I

// V.- FdV
S
// 6xdV
S
/2 T rl
= 6/ / / xr? sen pdrdedd
—x/2Jo Jo

/2 T rl
= 6/ / / 73 sen? ¢ cos(0)drdedd
—x/2Jo Jo

- 6 < [ ://22 cos(e)d9> ( /0 " sen? godgo) ( /0 1r3d<p)

onde usamos: Lo
V.-F=v? (x3+z+yz+1) = 6z



