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e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicagao.

( YWikipédia ( )Apresentagao

( )Nenhum

Tépico:

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.

e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.

Regras para as questoes abertas

e Seja sucinto, completo e claro.

e Justifique todo procedimento usado.

e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matematica consistente.

Tabela do operador v
f=f(z,y,2) e g=g(z,vy,z) sdo funcdes escalares;
F =F(z,y,2z) e G = G(z,y, z) sdo fungdes vetoriais.

Curvatura, torgcao e aceleracao:

L. V(f+9) =Vf+Vg

2. @~(ﬁ+é>:ﬁ~ﬁ+@-@

3. ﬁx(ﬁ+§):@xﬁ+@xé

4. V(fg) = fVg+gVf

5. v (fﬁ):(ﬁf)-ﬁJrf(ﬁ ﬁ)

6. V x fﬁ):ﬁfxﬁ—i—fﬁxﬁ

7. ﬁ-ﬁf:ﬁ%‘:% %Jr%,

onde 62:(;0—22+88—:2+5a—;é00perad0r laplaciano

8. @x(@f):o

9. v-(ﬁxﬁ):o

10. ﬁx(ﬁxﬁ):a v ﬁ)—ﬁQﬁ

11. v (ﬁxé):G-(ﬁxﬁ)—F-(”xé)

R O A I

- (F-v)G+F(v-q)

i3 ﬁ(ﬁ é):(j i)ﬁt(ﬁi éj— )
+F><(V><G>+G><(V><F)

14. Veo(r) = ¢ ()7
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e Questao 1 (1.0 ponto) Dados dois circulos no plano zy, um fixo e outro rolando

sobre o primeiro, um ponto sobre o circulo rolante produz uma curva chamada car-

dioide. Considere a trajetdria deste ponto parametrizada por 7(t) = z(t)i + y(t)7, MY

0 <t < 2w, onde a é uma constante e |

|

z(t) = 2a(1 — cos(t)) cos(t) , I
y(t) = 2a(1 — cos(t)) sen(t) .

Supondo a = 1, assinale na primeira coluna o menor valor do parametro ¢t para o qual

7(t) = (—4,0). Na segunda coluna assinale o vetor velocidade neste instante:

O parametro t: Velocidade: _ __x}
()2 () o
(x) () 44
3 () 67
() = -
K () -2 :
)5 () 65

Item a:
Procuramos o menor valor positivo de ¢ tal que:

(t) = 2(1 — cos(t)) cos(t) = —4 ,
y(t) = 2(1 — cos(t)) sen(t) = 0.

Da segunda equagcdo, temos que ou sen(t) = 0 ou cos(t) = 1. Como a primeira identidade é ndo-nula, precisamos que sen(t) = 0, o que
implica cos(t) = —1, o que acontece pela primeira vez quando t = 7.

Item b:
Basta diferenciar:

x'(t) = —2sen(t) + 4 cos(t) sen(t),
y'(t) = 2cos(t) — 2 cos?(t) + 2sen?(t).
Portanto:
/(7)) =0,
y'(m) = —4.

e Questao 2 (1.0 ponto) Considere a curva parametrizada por:
7(t) = cos(t)i + sen(t)] + sen(2t)k.

. . A . ™ N s
Assinale as alternativas que indicam respectivamente a curvatura em t = 2 e torcao em t = 5:

Curvatura em t = T Torgao em t = T
2 2
1 2
2 4
3 6
()g (X)g
4 8
()3 O3
()1 ()2
6
()%

Primeiro diferenciamos:

7(t) = cos(t)i+ sen(t)] + sen(2t)k

#(t) = —sen(t)i+ cos(t)] + 2cos(2t)k
P'(t) = —cos(t)i—sen(t)] — 4sen(2t)k
() = sen(t)i— cos(t)] — 8cos(2t)k

Em t = 7/2, temos:

7= —i—2k
o= —j
7 = i+8k
Assim:
Px = =24k
7 ox 7 6



Portanto:

|7 x @ 5
K = Y3 = =3 —

(7|3 V5

7 ox 6
S _ 6

7 || 5

ot =



e Questdo 3 (1.0 ponto) Considere a fungio vetorial dada por #(t) = In(1 + t)i + /1 — ;. Assinale na primeira coluna o dominio de
definigao de 7(¢) e, na segunda, a declividade (coeficiente angular) da reta tangente & curva 2-D representada por ela no plano xy no ponto
em que t = 3/4.

Dominio: Declividade:
() =11 () -1/4
() [=11] () —3/4
(x) (-1, () —5/4
() (=11 (x) =7/4
() Nenhuma das anteriores () —9/4
Vide questoes 1 e 4 da lista 1 da apostila.
Ttem b:
Derivamos:
1
() = —C(1—)71/?
PO = i3m0
. 45 -
7(3/4) = —i—j

. Campof?
e Questdo 4 (1.0 ponto) Considere o campo constante F(z,y,2) = f(z,v)i + g(z,v)] A A A A A A e A
esbogado na figura ao lado e os caminhos C1, C2 e C3 que comegam no ponto (—2,—2,0) e WA A A A A A A A Y
t i to (4,4,0). inh é t li to (—2,—-2 t
erminam no ponto (4, ,O)_‘Ocamln oC4fareaque 1gai)P0n0( ) ,Olaopono W A A A A A A A A a4
(4,4,4). Deﬁnanz/ F.di Wo= | F-dr, W3:/ F.diews= | F.dr
o Cs Cs Cu I A A AR AR A é /CQ/
Assinale as alternativas corretas: 1 ARV AR AR A A v 4 s 7
() 0=W1=Wa=W3 () Wa= Wi AV A A A YAV AV Yy
(x) 0< Wy =Wa =W3 V2 PRV A A YA A 4 Y awd
() 0O<W1 <Wo=W3 ()W“_?Wl‘ N AV A A YAV AV ”
() 0=W; < Wy < W3 V3 A AA A A A S
() Wa=—W;.
() 0=W1 <We=W3 2 v YAV A A 7 B A S B |
(x) Wa=Ww. A A Ay A VA
() Wa=V2W1. N Z A A
—2 -1 0 1 2 3
X

Item a: O campo ¢é conservativo por ser constante. Por isso e porque os caminhos compartilham o primeiro e ultimo pontos, a integral
deve ser a mesma. Item b: Como o campo é conservativo, e o campo é perpendicular ao segmento (4,4,4)-(4,4,0), assim Wy, = Wy.



e Questao 5 (1.0 ponto) Seja S a superficie no plano zy limitada pelos eixos z e y, pelas retas © = e e y = e e a hipérbole zy = 1. A
superficie .S é orientada no sentido positivo do eixo z e o caminho C é a curva que limita S orientada pela regra da mao direita. Seja

F=yi—zjeG=V|F|.

Assinale as alternativas que indicam, respectivamente, os valores de Wy := / F.diie Wy = / G- dr.
C C

a

e questao 5 da lista 0.

Wa:

() —6
() -3
(x) 0
()3

) 6
Item a: Primeiro calculamos o rotacional do campo dado por:

V x F=—2k

e aplicamos o teorema de Stokes:

Wi

// V x F-idS
JJ S
//—2E-Eds
S
72// ds

JJ S

Aqui, S é a regiao limitada por C e a integral de 1 é a area da regido. Assim:

W, =

—2// ds

S
1/e e

= -2 </ edx+/ dac)
0 J1/e T

= -2 (1 + ln(ez)) =—6

item b: A integral em caminho fechado de qualquer campo gradiente é zero.

e Questdo 6 (1.0 ponto) Uma abelha se desloca em uma regido onde a temperatura T'(z,y, z) é dada em kelvin pela expressao :
T(x,y,z) = 300 — 2(x2 + y?) — 22 + 22.

O curioso inseto estd no ponto (1,1,1) e se desloca na diregdo de méxima taxa de variagdo da temperatura a uma velocidade de 3m/s.
Assinale na primeira alternativa o vetor velocidade da abelha e, na segunda coluna, derivada temporal da temperatura em K/s.

Velocidade:

.,

dt

() <=0
() %=y
() D =sv3

L 3 dT
()’U——i(l—J) ()Ezﬁﬁ
R 3 /> = dT
()u__§(7,+]) (X)E:wﬂ
" 3 (>
(x) 9=—— (z—l—])
Item a
Sabemos que U = Uf, onde a direcao T de maior variacao é dada por T= m
calcular o gradiente:
VT (z,y, 2) —dai — dyj + (=2 + 22)k,
VT(1,1,1) = —47—4j.
Assim:
—47 — 45
g = 3"~ %

4V2
- —\% (?+5‘) .

. A velocidade escalar v é dada igual a 3. Logo basta

Item b: Supondo 7 a trajetéria do inseto, temos:

dI"  0T'dx 0T dy  OT dz
dt Bz dt Oy dt 9z dt
=VT .7

- <74L4j) : (7% (?Jrf))

_ 12
V2

Alternativamente, em termos do comprimento de arco s, temos:

12
= =12V2
V2

drT

dT ds

dt  ds dt

VT = 3-4v2 = 12v2



e Questao 7 (1.0 ponto) Uma particula de massa constante m e velocidade ¥(t) é atraida para a origem pela agao exclusiva de uma forga

central dada por F= f(r)7. Mostre que o momento angular L=Fxmvé constante, isto é, & =0.

Vide problema 3 da lista 4
Observe que

dL

— =7 xmv+7xmi
dt

~
Dos dados do exercicio temos ma = F' = f(r)7, o que implica em

dL
— =0 xmi+7x f(r)r
= 7o)
Como o produto vetorial entre dois vetores paralelos é zero, concluimos
dL -
— =0,
dt

pois ¥//mv e 7// f(r)F.



e Questao 8 (3.0 pontos) Considere a superficie fechada orientada para fora composta superiormente pela superficie de rotagdo descrita
como
z=flz,y) =1— Va2 +y?

2=0, 22 4+¢%2 < 1.

e inferiormente por

Seja o campo vetorial dado por F = (2 + 22 + m)E

a) Calcule o valor do fluxo // F . 7dS via parametrizagao direta da superficie.
S

b) Calcule o valor do fluxo // F - tdS via teorema da divergéncia.
S

c¢) Calcule o valor do fluxo “// V x F - 7dS via parametrizagdo direta da superficie.
S

Item a: Seja S1 a superficie conica z = f1(z,y) =1 — /22 + y2 e Sz o disco z = fa(z,y) =0, 22+ 9% < 1.
Para parametrizar S1, considere a funcao Gi(z,y,2) = z — 1 + \/z2 + y2. Temos

= xr - Yy -
VG = i+ itk
Vazty? o Va2 2

S // F.ids
S5y
= //ﬁ-ﬁcld/x
JJ A
= // (2+22+1’)dA
A

- //A <2+(17\/W)2+x>d14

Resolvemos em coordenadas polares:

1 2w
d, = / / 2+ —r)? + 7 cos(0)) rdfdr
0 0
1 27 .
= / / (3r — 2r% 4+ 13 4 12 cos(0)) dodr
Jo Jo

1
27r/ (3r—2r2+r3)dr+/
0
2

1

; ([7’2 sen(@)]Ziiﬁ) dr

T 7"3 7‘41
27 |3— —2— + —
”[2 3+4L
{3 2 1}1 137
2 | = — =+ - | = —
2 3 4], 6

Para parametrizar o disco z = fa(z,y) =0, z? + y? < 1, considere a funcdo Ga (z,y,2) = z. Temos

Go=1k

Oy = // F.ids
Sa
= —// F.VGadA
A

[ s

= —//A(Q—i-x)dA

<l

Resolvemos em coordenadas polares:

1 2m
Dy - / / (2 4 rcos(0)) rdodr
0o Jo

1 27
— / / (2r + rcos(0)) rdOdr
o Jo
-2 /‘1 2rdr — /A1 ([TZ sen(9)}§i3ﬂ> dr
0 0 N

= 2.

13
Portanto, ® = &1 + ¢o = ?ﬂ — o1 = %



Item b: Temos V - F = 2z. Assim,

<]
Il

// F - 7idS
S
/// V. Fav
%4
1 27 1—r
= / / / 2zrdzdOdr
0 0 0
1 27
/ / (1— r)2rd0dr
0 0

1
= 27r/ (lfr)Qrdr
0

1
= 27 (r —2r? + rs) dr
0

Item c: Primeiro calculamos o rotacional: V x F = —j_". Usamos f1, f2, G1 e G2 calculados no item a). Assim,

B = //S () s
= //A(—f)-ﬁGldA

1 27
= —// sen(0)rdfdr
0 Jo
0

Py = //52(—;‘)~ﬁd5
= [ - Veraa

//AOdA

0

Portanto, ® = @1 + ¢2 = 0.



