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Prova da area I

Nome: Cartao:

Ponto extra: ( )Wikipédia ( )Apresentagdo ( )Nenhum Tépico:

Regras Gerais:
e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicacao.
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
Regras para as questoes abertas
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matemd&ticas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matematica consistente.

Tabela do operador v
f=f(z,y,2) e g=g(z,vy,z) sdo fungdes escalares;
F= ﬁ(a:, Y, 2) e G= é(x, y, z) sdo fungdes vetoriais.

L V(f+9)=Vf+Vyg
2. V- (ﬁ + é) =V.F+V.G Curvatura, torgao e aceleragao:
Nome Definigao
3. Vx (F+G)=VxF+Vxag R =
) Curvat df' | || G || _ 17 @) x 7 @)
= =, = urvatura k=|—| = — a
4 Y (fg) = f¥g+ 991 ds || % O
> V- (1F) = (91) - F s (9-F) Torggo | 7= 9B g @OXT®)-7(1)
- ~ - ~ - o ds |7 (t) x 7 (¢)]|2
6. v x fF):foF—i—foF
aB|| |42
. dt
- = -~ 0%f O%f O*f Médulo 7| = ||—| = -t
2 ds
7. V-Vf=Vf=@+872+@7 da Torcéo ds dt
2 2 2 S - >
onde V2 = i + a— + a— é o operador laplaciano Aceleragao any = la x 5l R —
ox2  Oy? 022 v p
normal
8. 6x(6f):o ) .o dv
Aceleragéao ar = —— = %
- /o o v
9. v (v x F) -0 tangencial
10. @x(@xﬁ):q ﬁﬁ)—ﬁ%ﬁ
Equacées de Frenet-Serret:
11. V- (FxG)=c-(VxF)-F-(Vx3q) C;_T _ "
s
Vx (ExG)= (G- V)F-G(v. F)- dN " ﬂ
Vo (Fx@)=(Gv)F-a(v.F) W 47
- (F-V)@+F(v-q) s
dB o
. N
3 @(ﬁ @):(” ﬁ)ﬁ—k(ﬁ@ G+
' +ﬁx(@x@)+éx(@xﬁ)
14, Veolr) = ¢ ()7




e Questao 1 (1.0 ponto) Seja o campo vetorial conservativo ﬁ(x,y, z) = ye®i + ze® + zye®, o campo escalar Y(z,y,2) = yr4zze

G=F+ ﬁz/) Assinale na primeira coluna um potencial ¢ para Fena segunda alternativa o valor de W := F . dF. Onde C ¢ curva
C

parametrizada por: .
Ft) =2 + ¢35 +th, 0<t<1.

O potencial ¢: W
() olz,y,2) =ye* +C () 2(+e
() olx,y,2) =z +C ()4
() ol y,2) = zye” +C () 2+e
() olz,y,2) =wze’ +C ()2
(x) o(z,y,z) =zye* +C () 2e
Item 1b anulado. R: 2e + 3. . .
A solucao do item b poderia ser obtida rapidamente por ser conservativo: G = V (¢ + )

(2,1,1)
(1,0,0)"

(J:yez +yt+ J:z)

e Questdo 2 (1.0 ponto) Considere o campo radial ﬁ(z, y, z) = 7 esbogado na figura ao lado
e os caminhos C'1, a reta que liga o ponto (—3,—3,0) ao ponto (3, 3,0), a circunferéncia Co
e a elipse C3 orientadas no sentido anti-horério. Defina:

W1:/ F . dr,
Cq

Ws = F . dr,
Cs
Assinale as altegnativas corretas em cada uma das duas colunas:
()6'}?:— () 0=We=W3<W;
r
5 - 2 () 0=Wa < W3 <W;
vV.-F=2
() r (x) 0=Wa=Ws =W,
()V-F=0 () 0<W1 <Wa<Ws
() V- -F=2+4r () W1 <0=Was<Ws
(YV-F=2+r
Item a:
[ - b
V-F = V‘<7>
r
(1 L (1\ = .
RIOROLE
r r
1. ., 3 2
= ——27“7’—5—7:7
r r o r

Onde se usaram os itens 5 e 14 da tabela.

‘Camp‘o de yelocic‘jades‘

v (xyez +yt+ J;Z). Assim W =
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Item b: Como o campo é radial, é conservativo, pelo que W = W3 = 0. J& W1 = 0 pela simetria impar ao longo do segmento de reta.




e Questao 3 (1.0 ponto) Considere a curva parametrizada por:

7(t) = cos(t)i + sen(t)] + cos(2t)k.

Assinale as alternativas que indicam corretamente a curvatura em ¢t = 0 e torgdo em ¢t = 0:

Curvatura em ¢t = 0 Torgao em t =0
()5 () —V17
() Vi1 () —17
()1 () 17?
()17 () Vil
()17 (x) 0
(x) V17 ()1
Primeiro derivamos:
() = cos(t)i+ sen(t)] + cos(2t)k
#(t) = —sen(t)i+ cos(t)j — 2sen(2t)k
#'(t) = —cos(t)i —sen(t)j — 4 cos(2t)k
P(t) = sen(t)i —cos(t)j + 8 sen(2t)k
Para t = 0, temos:
7)) =7
7(0) = —i-—4k
70) = —j
Assim
70)x™(0) = Fx (—1—419) — k47
7)) x7(0)-7(0) = (F—47) (=) =0
Portanto:

I7(0) x (0] _ VI+aZ _
Fop -1 VY

7 (0) x #(0) - 7" (0)
17(0) x 7 (0)]]2

k(0) =

T(0) =

e Questdo 4 (1.0 ponto) A posigdo de uma particula é dada pela fungio vetorial 7(t) = (1 + t)3/%7 + (1 — )

, que descreve uma curva

chamada astréide. Assinale na primeira coluna o dominio de definigdo de 7(¢) e, na segunda, a distancia percorrida (comprimento de arco)

ao longo de todo o dominio.

Dominio: Distancia percorrida:
() (=11 () V2

() =11 () V3

(x) [-1,1] ()3

() (=11 (x) 3v2

() Nenhuma das anteriores () 3V3

A distancia é dada por:
L ds
D = '/71 adt

1
RGO
—1
P
= T[ldt_3ﬁ

onde se usou:
F(t) = (1+ )%+ (1 —1)3/2]

() = 2(1 TV 2(1 — 127

17 (@)]| = ;/(1 NI I s g ;\/5

S0
2)
®3)
(4)

(®)
(6)

)



Questao 5 (1.0 ponto) O cicloide é uma curva definida por um ponto sobre uma circunferéncia que rola sem deslizar sobre uma reta.
Considere a trajetéria deste ponto parametrizada por 7(t) = x(t)i + y(t)7, t > 0, onde r é uma constante e

z(t) = R(t — sen(t))
y(t) = R(1 — cos(t)).

0 % 1 % w i 1
2 47 67 8w 107 127

Supondo R = 2, assinale na primeira coluna o valor do parametro ¢ para o qual 7(t) = (7 — 2,2). Na segunda coluna assinale o vetor
velocidade neste instante:

O parametro ¢: Velocidade:
(x) g () 4i+27
()= (x) 27427
3m () 4i+45 Vide exemplo 12 pagina 3/6
() =
2 () 27
() 2n .
()2
5m -
(5 () 4

item a:
Precisamos encontrar o menor valor de ¢ positivo tal que:

T
t—sen(t) = - —1
=1
1—cos(t) =1.
T T
Como cos(t) = 0, temos que ¢t = 5 + k7, onde kK =0,1,2,3,.... Inspecao direta nos mostra que t = 5 é solugao.

item b:
x'(t) = R(1 — cos(t))
y'(t) = Rsen(t).

. T
Assim, em t = 3 vale:

e Questao 6 (1.0 ponto) Seja S a superficie no plano zy limitada pelos eixos x e y e pelo arco de circunferéncia de raio 4 centrado na
origem restrito ao primeiro quadrante. A superficie S é orientada no sentido positivo do eixo z e o caminho C' é a curva que limita S
orientada pela regra da méo direita. Seja F = 2%i + 235 ¢ G = V|| F|.

Assinale as alternativas que indicam, respectivamente, os valores de Wi := F.dife Wy := / G- dr.
Wi Wa: “ “
() —127 () —6
() Or () -3
() 127 (x)o0
() 24~ ()3
(x) 48w ()6

Vide questao 4 da lista 0.
Item a: Primeiro calculamos o rotacional do campo dado por:

-

V x F = 32k

e aplicamos o teorema de Stokes:



Parametrizando em polares, temos:

W= /ﬁxﬁﬁds
S

_ / 322F - FdS
S

= 3/ z2dS
S
3/ 22dS
S

/2 4
3/ / 0% cos?(0) pdpdd
0 0
/2 4
3/ / p® cos? (0)dpdf
0 0
4 /2
3 (/ p3dp) </ cos? (9)d9>
0 0

/2
343 / (1 + cos(2z)) a0
0 2

sen(2x)) /2
2

96 (0 +
48w

0

item b: A integral em caminho fechado de qualquer campo gradiente é zero.



e Questdao 7 (2.0 ponto) Dada uma fungdo escalar f(r) onde r = ||7]| = /22 + y2 + 22.
a) Use a regra da cadeia para obter a férmula do gradiente de f(r) dada por
Vi) = ().

b) Use, nesta ordem, a defini¢do de laplaciano de uma fungao escalar, depois o resultado do item anterior e, finalmente, a tabela de
férmulas do operador V para obter a seguinte férmula:
!/
- r
92y =27 4 .

T

Ver itens 9 e 11 da lista 3.



e Questao 8 (2.0 pontos) Considere a superficie fechada orientada para fora composta superiormente pela superficie de rotagdo descrita
como

z=flz,y)=1-(2*+¢*), z2>0
e inferiormente por:
z =0, x2+y2§1.
Seja o campo vetorial dado por F =%+ :cf—i— k. Calcule o valor do fluxo

/ﬁ.ﬁds

V- F =322

Primeiro calculamos o divergente de F dado por:

E aplicamos o teorema da divergéncia paremetizando a regiao em coordenadas cilindricas:
| - Fav
A%
27 1 pl—p?
= 3/ / / p? cosQ(B)pdzdde
o Jo Jo
27 1 p1—p2
= 3 </ cos? (9)d9> / / pidzdp
0 o Jo
27 1 i
</ (1 + cos(26)) d@) (/ PA(1— p2)dp>
0 0
1 1
) (4 6)
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