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Nome: Cartao:

Ponto extra: ( )Wikipédia ( )Apresentagdo ( )Nenhum Tépico:

Regras Gerais:
e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicacao.
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
Regras para as questoes abertas
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matemd&ticas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matematica consistente.

Tabela do operador v
f=f(z,y,2) e g=g(z,vy,z) sdo fungdes escalares;
F= ﬁ(a:, Y, 2) e G= é(x, y, z) sdo fungdes vetoriais.

L V(f+9)=Vf+Vyg
2. V- (ﬁ + é) =V.F+V.G Curvatura, torgao e aceleragao:
Nome Definigao
3. Vx (F+G)=VxF+Vxag R =
) Curvat df' | || G || _ 17 @) x 7 @)
= =, = urvatura k=|—| = — a
4 Y (fg) = f¥g+ 991 ds || % O
> V- (1F) = (91) - F s (9-F) Torggo | 7= 9B g @OXT®)-7(1)
- ~ - ~ - o ds |7 (t) x 7 (¢)]|2
6. v x fF):foF—i—foF
aB|| |42
. dt
- = -~ 0%f O%f O*f Médulo 7| = ||—| = -t
2 ds
7. V-Vf=Vf=@+872+@7 da Torcéo ds dt
2 2 2 S - >
onde V2 = i + a— + a— é o operador laplaciano Aceleragao any = la x 5l R —
ox2  Oy? 022 v p
normal
8. 6x(6f):o ) .o dv
Aceleragéao ar = —— = %
- /o o v
9. v (v x F) -0 tangencial
10. @x(@xﬁ):q ﬁﬁ)—ﬁ%ﬁ
Equacées de Frenet-Serret:
11. V- (FxG)=c-(VxF)-F-(Vx3q) C;_T _ "
s
Vx (ExG)= (G- V)F-G(v. F)- dN " ﬂ
Vo (Fx@)=(Gv)F-a(v.F) W 47
- (F-V)@+F(v-q) s
dB o
. N
3 @(ﬁ @):(” ﬁ)ﬁ—k(ﬁ@ G+
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e Questdo 1 (1.0 ponto) Considere a curva no plano xy dada por y = x3. Assinale as alternativas corretas que indicam a curvatura e os
1

pontos de curvatura maxima, respectivamente. Dica: Kmaz =

Pmin
Curvatura Pontos de curvatura méxinr;f:
(x) no Ol . U £
(119240372 () curvatura é maxima quando x = 3
() k= L (x) A curvatura é mdxima quando = = + af L
(1+42%)3/2 a Vs
() k= A () A curvatura é méxima quando x = £ L
(1 + 422)3/2 45
6
() s=—03n () A curvatura é maxima quando z = + 1
(14 924)3/2 4 9’
18
() h=r——mrs () A curvatura é mdxima quando x = £ ¢ 1
(1 + 924)3/2 q 9

Esta questao é muito semelhante & questao 7 da segunda lista da apostila da prof. Irene Strauch. La a fungao é f(z) = e”.
Use a férmula:

"
oy = — @
(14 f/(2)2)*
ou a parametrizacao: o
F=ti+ 1]
bt ¢ S|
ara obter a curvatura Kk = ——— .
p (1 + 91.4)3/2
Agora note que:
1 (1+9z%)3/2
p = —= ﬂ, z#0
K 6|z|
[ +92h))?
- 6x 2/3
B 3/2
_ |: 2/3 10/3:|

O ponto de minimo raio de curvatura acontece quando:

d | z—2/3 3 1o/
N S SR TIVEY I
dz { 6 T2

isto é:

Sam8/3 LB/
Multiplicando por 1:5/3, temos:
Al 1

Ou seja x = +4/ —
45



e Questao 2 (1.0 ponto) Ash trava uma batalha contra pokémons lendérios. Pikachu salta realizando
uma trajetéria no ar dada por:

a)=9(1-e?), gy =3+18(1-eF) =5, z(t)=0.

Assinale as alternativas que indicam, respectivamente, uma expressdo para o médulo da aceleragao
do Pikachu e a altura méxima atingida por ele.

5
() llal =5v5et/3 ) ymaxzzumn(g)
() la] =53 .
()l =v5e (x) ymax =6+ 15In (6)
| | | | | | L /3 :
i ; é jl ;) éx (X) ||a||*\/ge ( ) ymaX:18715]n(6)
() llal=v5
46 5
() ymax = 5 +e6

() ymax =21—3In (%)

Ft) = 9 (1 - e*‘/i‘) i+ [3 +18 (1 - e*‘/i‘) - 5t] 7
() = 3e /37 + [6€7t/3 - 5] 5
) = _emt/3] _0e~t/3] = _e—t/3 (ﬂ_ 2;)

Assim:

la| = \/(,eft/IS)Q + (7264/3)2 — e t/3/14+22 = \/5e /3

Para o item b, veja que y’(t) = 0 quando 6e~ /3 =5, isto 6 t = —31In(5/6). Sustituindo em y(t), temos o resultado.



e Questao 3 (1.0 ponto) Seja C a curva complicada orientada no sentido positivo de ¢ e dada por:

2 2
z(t) = sen (%) , y@®) =t+e t —e7t  z(t) = sen(nt), t € [0,1].

Considere o campo conservativo dado por F = —my? sen(rz) cos(mz)i + 2y cos(mz) cos(rz)j — wy? cos(rz) sen(wz)lg.
Assinale as alternativas que indicam, respectivamente, um potencial para F e a integral F.dr.
() 9@y, 2) = my? cos(ma) cos(mz) + C () ¢
() @(@,y,2) = —my? sen(mz) sen(rz) + C () -
() 9(@,y,2) = y? sen(nz) sen(nz) + C ()1
() 9(@,9,2) = —ycos(nz) cos(nz) + C (x)
(x ) ¢(2,9,2) = 4? cos(rz) cos(nz) + C ()0

Para obter o potencial, integramos o campo sucessivamente. Para o item b, observe que sendo o campo conservativo, basta calcular a
diferenga de potencial entre (z(1),y(1),2(1)) e (x(0), y(0), 2(0)), isto é:

/ F.di = (1,1,0) — ¢(0,0,0) = 1(=1)(1) —0 = —1
C



e Questao 4 (1.0 ponto) Seja Fo campo vetorial dado por F= 2zyz2i+z%yzj e C o caminho dado pelo quadrado de vértices P, = (0,1,0),
P, =(0,1,2),P3 = (2,1,2) e P4 = (2,1,0), orientado no sentido P; — P> — P3 — P4 — Py

Assinale as alternativas que indicam, respectivamente, G=VxFeW= / F.dr.
C

() G =222 + 2zyzj'— 2222k () 1/2

() é = —a?yi — 2wyzj + 2z2(y — z)E ()2
(x) G=—2%yi+dayzj + 2w2(y — 2)k ()4

() G= —22yi + 2xyz] ()8

()G==z yl+4acyzj—2zzk (x) 16

O campo G=VxF pode ser obtido diretamente da definicdo. Para o item b, observe que o caminho é um quadrado no plano y = 1
com vetor normal dado por @ = j Usando o teorema de Stokes, temos:

W= /ﬁd?:/ﬁxﬁ.dﬁds
= /G jds = /4xyzdS
= / / rzdrdz, poisy =1
o Jo
-2
= 4(/ :pd:p)(/ zdz>—422:16
0 0



e Questao 5 (1.0 ponto) Seja V a regido dada por:

?+y?+22 <1 >0 y>0
S é a superficie fechada que limita V orientada para fora. Considere o campo F=a2%+ y3;+ 23k. Utilize o teorema da divergéncia para
calcular o fluxo & = / F.idS.

K
Assinale as alternativas que indicam expressoes corretas para ®:

1 prm 3
3/ / / 4 sen(p)dpdfdr (x) —
o Jo Jo 5
1 pm pm/2 3
() 3/ / / 4 sen(p)dpdfdr ) 4
o Jo Jo
1 pw/2 pm ( ) ™
(x) 3/ / / 4 sen(p)dpdfdr 3w
0 Jo 0 ( ) 7
1 pw/2 pw/2
() 3/ / / 3 sen(p)dpdfdr () 3
() Nenhuma das anteriores

/2 pm/2
() / / / 3 sen(p)dpdfdr
/2

() Nenhuma das anteriores
Usando o teorema da divergéncia, temos:

=
Il

//SﬁﬁdS://V@‘ﬁdV
3///\/(:& + 92 4 22)dV = 3///\/ r2dv

x =rsen(p)cos(h), y=rsen(p)sen(d), z=rcos(p).

Use coordenadas esféricas:
O quarto de esfera a ser integrado satisfaz cos(8) > 0 e sen(d) > 0, pelo que 6 € [0,7/2]. Use o fato que dV = 72 sen(¢)dpdfdr ¢ o

resultado segue.
Para o item b:

1 T/
o = 3/ / 4 sen(p)dpdfdr
0o Jo

3 /0l ~4dr> </07T/2d9> </(: scn(go)dgo)



e Questdo 6 (2.0 ponto) Seja a curva descrita por:

7(t) = cos(t)i + sen(t)] + 2k
a) (1.0) Calcule a curvatura k e simplifique sua resposta.
b) (1.0) Calcule a torcéo 7 e simplifique sua resposta.

Esta questdo é muito semelhante ao exemplo 11 da pagina 3/5 da apostila da prof. Irene Strauch e se enquadra como um caso particular
do exercicio 2.4.4. de https://www.ufrgs.br/reamat/Calculo/livro-cv/cet-curvatura_e_torx00e7x00e30.html#x12-160002.4verb
Primeiro calculamos:

) = cos(t)i+ sen(t)] + t*k
r(t) = —sen(t)i+ cos(t)] + 2tk
() = —cos(t)i—sen(t)] + 2k
r(t) = sen(t)i — cos(t)]
Assim temos:
I @) = sen?(t) + cos(t) + 4% = 1 + 4t?

7 (t) x 7 (t)

[2 cos(t) + 2t sen(t)] 7 4 [—2t cos(t) + 2sen(t)] § + [sen?(t) + cos?(t)] E
= 2cos(t) + tsen(t)] i + 2 [—tcos(t) + sen(t)] J + k
Atencdo (a +b)2 # a? 4 b2

|

7 (t) x ﬁ(t)HQ 4fcos(t) + tsen(t)]? + 4 [—t cos(t) + sen(t)] + 1
= 4 [Cos(t)2 + 2t sen(t) cos(t) + t2 senQ(t)} +4 [tQ cos(t)? — 2t cos(t) sen(t) + sen? )] +1
= 5442

F(E) x () v () =  2[cos(t) + tsen(t)] sen(t) — 2 [—tcos(t) + sen(t)] cos(t) = 2t

Portanto:

Proxre| s
S O R R TE O

) = ﬁ(t)xﬁf(t)-ﬁf(t): 2t
[EOE0]




e Questao 7 (3.0 ponto) Considere a superficie fechada dada superiormente por:
Si:z=z(1l—-a)y(l—y), 0<z<1l 0<y<l.

e inferiormente por:
S2:2=0,, 0<zxz<1 0<y<l.

orientada para fora e o campo dado por F = z7 + (z — l)E Calcule & = // F.qdsS.
s

a) (1.5) Via teorema da divergéncia.

b) (1.5) Via parametrizacdo direta da superficie.

o = // [ 9. Fav
- /01 /01/01»(1_@“1_1,) 2dzdydz
_ 2/(;1/(;1$(1—x)y(1—y)dydx
= 2(/().1y(17y)dy> (Alm(lf:v)dm>
() 6)

a) V-F=140+1=2. Basta calcular:

b) Escreva ® = &g, + ¢g,
&g, é o fluxo através da componente superior parametrizada como a superficie de nivel da funcao:

G(z,y,2) =z —z(1 —2)y(1 —y)

cujo gradiente é:

-

VG(z,y,2) = (=1 +22)y(1 — y)i + (=1 4 2p)x(1 — )] + k

Assim

ﬁ~§G(x,y, z) (—J:+2x2)y(1 —y)+(z-1)
(—z+22%)y(1 —y) + (z(1 - 2)y(1 —y) — 1)
2

= mnymQy —1

Il
S

1
1
0 18

O fluxo por S2 (um quadrado de lado 1 e cuja normal é 77 = —E) é dado por:

11
bs, = / / drdy =1
o Jo

o 17+17 1
18 T 18

Finalmente:



