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• Questão 1 (0.5 ponto cada item) Considerando a trajetória parametrizada pela seguinte função vetorial:

~r(t) = t2~i+ cos(t2)~j − sen(t2)~k, t ≥ 0,

está correto:
(A) tangente unitário ~T (t) =:

( )
2t~i− sen(t2)~j − cos(t2)~k√

1 + 4t2

(X)
~i− sen(t2)~j − cos(t2)~k√

2

( )
~i+ sen(t2)~j − cos(t2)~k√

2

( )
2t~i+ sen(t2)~j − cos(t2)~k√

1 + 4t2

( ) Nenhuma das anteriores

(B) aceleração ~a(t) =
d2~r

dt2
=:

(X) 2~i−(2 sen(t2)+4t2 cos(t2))~j+(4t2 sen(t2)−2 cos(t2))~k

( ) 2~i− (2 sen(t2)+2t cos(t2))~j+(2t sen(t2)−2 cos(t2))~k

( ) 2~i− 2t cos(t2)~j + 2t sen(t2)~k

( ) 2~i+(4t2 sen(t2)−2 cos(t2))~j−(4t2 cos(t2)+2 sen(t2))~k

( ) Nenhuma das anteriores

Solução:
d~r

dt
= 2t~i− 2t sen(t2)~j − 2t cos(t2)~k

⇒
∣

∣

∣

∣

d~r

dt

∣

∣

∣

∣

= 2
√
2t

⇒ ~T =
2t~i− 2t sen(t2)~j − 2t cos(t2)~k

2
√
2t

=

=
~i− sen(t2)~j − cos(t2)~k√

2

Solução:
d~r

dt
= 2t~i− 2t sen(t2)~j − 2t cos(t2)~k implica

d2~r

dt2
= 2~i − (2 sen(t2) + 4t2 cos(t2))~j + (4t2 sen(t2) −

2 cos(t2))~k

(C) vetor normal unitário ~N(t) =:

( )
~i+ sen(t2)~j − cos(t2)~k√

2

( ) sen(t2)~j − cos(t2)~k

(X) − cos(t2)~j + sen(t2)~k

( )
~i− cos(t2)~j + sen(t2)~k√

2

( ) Nenhuma das anteriores

(D) vetor binormal ~B(t) =:

( )
t~i+ cos(t2)~j + sen(t2)~k√

1 + t2

( )
~i+ cos(t2)~j + sen(t2)~k√

2

(X)
−~i− sen(t2)~j − cos(t2)~k√

2

( )
−t~i− sen(t2)~j − cos(t2)~k√

1 + t2

( ) Nenhuma das anteriores

Solução:
d~T

dt
= −

√
2t cos(t2)~j +

√
2t sen t2~k

⇒
∣

∣

∣

∣

∣

d~T

dt

∣

∣

∣

∣

∣

=
√
2t

⇒ ~N =
d~T
dt

∣

∣

∣

d~T
dt

∣

∣

∣

= − cos(t2)~j + sen t2~k

Solução: ~B = ~T × ~N =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
1√
2

− sen(t2)√
2

−cos(t2)√
2

0 − cos(t2) sen(t2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
−~i− sen(t2)~j − cos(t2)~k√

2



(E) curvatura em t =
√
π:

( ) κ(
√
π) =

1√
2

( ) κ(
√
π) =

√
2

( ) κ(
√
π) = 2

√
2

( ) κ(
√
π) = 2

(X) Nenhuma das anteriores

(F) torção em t =
√
π:

( ) τ(
√
π) = 2

(X) τ(
√
π) =

1

2

( ) τ(
√
π) =

1√
2

( ) τ(
√
π) =

√
2

( ) Nenhuma das anteriores

Solução: em qualquer instante t

κ =

∣

∣

∣

d~T
dt

∣

∣

∣

∣

∣

d~r
dt

∣

∣

=

√
2t

2
√
2t

=
1

2

Solução: em qualquer instante t

d ~B

dt
= −

√
2t cos(t2)~j +

√
2t sen t2~k ⇒ d ~B

dt
(
√
π) = −

√
2
√
π~j

por outro lado

~N(
√
π) = − cos(π)~j + senπ~k = ~j;

ds

dt
(
√
π) = 2

√
2
√
π

implica
d ~B

ds
=

d ~B
dt
ds
dt

= −
√
2
√
π

2
√
2
√
π
~j = −1

2
~j = −1

2
~N ⇒ τ =

1

2

(G) aceleração tangencial em t =
√
π:

(X) 2
√
2

( ) 0

( )
√
π

( )
2√
π

( ) Nenhuma das anteriores

(H) aceleração normal em t =
√
π:

( ) 0

( ) 2
√
π

(X) 4π

( ) 4
√
π

( ) Nenhuma das anteriores

Solução: em t =
√
π :

d~r

dt
= 2

√
π~i+ 0~j + 2

√
π~k

d2~r

dt2
= 2~i+ 4π~j + 2~k,

∣

∣

∣

∣

d~r

dt

∣

∣

∣

∣

= 2
√
2
√
π

aT =
d~r
dt · d2~r

dt2
∣

∣

d~r
dt

∣

∣

=
8
√
π

2
√
2
√
π

= 2
√
2

Solução: em t =
√
π:

d~r

dt
× d2~r

dt2
= 8π

√
π~i− 8π

√
π~k ⇒

∣

∣

∣

∣

d~r

dt
× d2~r

dt2

∣

∣

∣

∣

= 8
√
2π

√
π

⇒ aN =

∣

∣

∣

d~r
dt × d2~r

dt2

∣

∣

∣

∣

∣

d~r
dt

∣

∣

=
8
√
2π

√
π

2
√
2
√
π

= 4π

• Questão 2 (1.0 ponto cada item) Considerando a superf́ıcie parametrizada (guarda-chuva de Whitney)

~r = uv~i+ u~j + v2~k no ponto em que u = 8, v = 2, é correto:

(A) vetor normal unitário ~N :

(X)
~i− 2~j − 2~k

3

( )
~i+ 2~j − 2~k

3

( )
~i+ 2~j + 2~k

3

( )
~i− 2~j + 2~k

3

( ) Nenhuma das anteriores

(B) equação cartesiana do plano tangente

( ) (x− 16) + 2(y − 8)− 2(z − 4) = 0

( ) (x− 16)− y − 8

2
− z − 4

2
= 0

( ) 16(x− 1) + 8(y + 2) + 4(z + 2) = 0

( ) (x− 16)− 2(y − 8) + 2(z − 4) = 0

(X) Nenhuma das anteriores

Solução:
d~r

du
= v~i+~j ,

d~r

dv
= u~i+ 2v~k

em u = 8, v = 2:
d~r

du
= 2~i+~j;

d~r

dv
= 8~i+ 4~k

d~r

du
× d~r

dv
= 4~i− 8~j − 8~k

⇒ ~N =
4~i− 8~j − 8~k
∣

∣

∣
4~i− 8~j − 8~k

∣

∣

∣

=
~i− 2~j − 2~k

3

Solução: em u = 8, v = 2 temos ~r = 16~i + 8~j + 4~k, que
corresponde ao ponto (x0, y0, z0) = (16, 8, 4) e portanto a
equação do plano tangente é
(x− 16)− 2(y − 8)− 2(z − 4) = 0

• Questão 3. Considere o campo vetorial dado por ~F = (2x + z)~i + 2y~j + x~k e a curva C dada por ~r = cos(πt)~i +

sen(πt)~j + πt~k, 0 ≤ t ≤ 1.

• Item a) (1.0pt) Determine se ~F é um campo conservativo indicando, se existir, o respectivo potencial g(x, y, z)
(nulo na origem).

• Item b) (1.0pt) Calcule

ˆ

C

~F · d~r.



Solução: (a) Cálculo do rotacional de ~F :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
2x+ z 2y x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=~i(0)−~j(1− 1) + ~k(0) = ~0 portanto o campo ~F é conservativo.

Cálculo do potencial g: gx = 2x+ z ⇒ g = x2 + xz + p(y, z)

2y = gy = 0 + 0 +
∂p

∂y
⇒ p = y2 + q(z) ⇒ g = x2 + y2 + xz + q(z)

x = gz = x+
dq

dz
⇒ q é constante. Ademais, g(~0) = 0 finalmente implica g(x, y, z) = x2 + y2 + xz

(b) Como o campo é conservativo e tem potencial g:
ˆ

C

~F · d~r = g(~r(1))− g(~r(0)) = g(−1, 0, π)− g(1, 0, 0) = (−1)2 + 02 + (−1)π − ((1)2 + 02 + (1)(0)) = −π

• Questão 4. Seja o campo vetorial ~F (x, y, z) = xy2~i + yz2~j + zx2~k. Seja S
a superf́ıcie (figura ao lado) parametrizada por

~r(t) = r cos(θ)~i+ r sen(θ)~j + r~k, 0 ≤ r ≤ 2; 0 ≤ θ ≤ 2π

e seja o disco D = {(x, y, 2) : x2 + y2 ≤ 22}, orientado no sentido z positivo
(como superf́ıcie). Observe que a união de S com D limita um sólido (volume)
que denotaremos por G.

• Item a) (1.0pt) Calcule

¨

D

~F ·~ndS. Se for usar (ρ, θ) na integração, observe

que nesse disco D temos dS = dA = ρdρdθ.

• Item b) (1.0pt) Calcule

¨

S

~F ·~ndS depois de aplicar o Teorema do Divergente

no volume G.

Solução: (a) temos ~N = ~k, por outro lado, o disco D é a superf́ıcie parametrizada por






x = ρ cos(θ)
y = ρ sen(θ)
z = 2

0 ≤ θ ≤ 2π; 0 ≤ ρ ≤ 2

Assim,

¨

D

~F · ~ndS =

ˆ

2

0

ˆ

2π

0

zx2dA = 2

ˆ

2

0

ˆ

2π

0

ρ2 cos2(θ)ρdρdθ = 2

ˆ

2

0

ρ3dρ

ˆ

2π

0

cos2(θ)dθ =

= 2

(

24

4
− 04

4

)
ˆ

2π

0

1 + cos(4θ)

2
dθ = 2(4)π = 8π

(b) divergente de ~F = ∇ · ~F = y2 + z2 + x2 Pelo Teorema do Divergente,

¨

D
⋃

S

~F · ~ndS =

˚

G

∇ · ~FdV

(i) Integração do divergente no volume G, usando (x, y, z)
˚

G

∇ · ~FdV =

ˆ

2

0

ˆ z

−z

ˆ

√
z2

−y2

−

√
z2

−y2

(x2 + y2 + z2)dxdydz =

ˆ

2

0

ˆ z

−z

2
√

z2 − y2(2y2 + 4z2)

3
dydz

uma vez que

ˆ

√
z2

−y2

−

√
z2

−y2

(x2 + y2 + z2)dx = 2

[

x3

3
+ x(y2 + z2)

]

√
z2

−y2

0

= 2

[

x
x2 + 3(y2 + z2)

3

]

√
z2

−y2

0

continuando, fazemos y = z sen(u), 0 ≤ u ≤ π/2, onde dy = z cos(u)du
ˆ z

−z

2
√

z2 − y2(2y2 + 4z2)

3
dy =

4

3

ˆ π/2

0

z cos(u)(2z2 sen2(u) + 4z2)z cos(u)du =
8z4

3

ˆ π/2

0

(cos2(u) sen2(u) +

2 cos2(u))du =
8z4

3

ˆ π/2

0

(

sen2(2u)

4
+ 2 cos2(u)

)

du =
8z4

3

(

1

4

π

4
+ 2

π

4

)

=
8z4

3

π

4

9

4
=

3πz4

2

e finalmente,

˚

G

∇ · ~FdV =

ˆ

2

0

3πz4

2
dz =

3π

2

25

5
=

48π

5
(ii) usando coordenadas ciĺındricas (θ, ρ, z), x = ρ cos(θ), y = ρ sen(θ), x2 + y2 = ρ2, 0 ≤ ρ ≤ z ≤ 2
˚

G

∇· ~FdV =

ˆ

2π

0

ˆ

2

0

ˆ z

0

(ρ2+ z2)ρdρdzdθ = 2π

ˆ

2

0

(ρ3+ ρz2)dρdz = 2π

ˆ

2

0

[

ρ4

4
+

ρ2z2

2

]z

0

dz = 2π

ˆ

2

0

3z4

4
dz =

3π

2

25

5
=

48π

5

Finalmente,

¨

S

~F · ~ndS =

˚

G

∇ · ~FdV −
¨

D

~F · ~ndS =
48π

5
− 8π =

8π

5
�


