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Regras Gerais:

e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicacao.
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
Regras para as questoes abertas
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matemadtica consistente.

Tabela do operador v
f=f(zy,z2)eg= g(x y, z) s@o fungoes escalares;

F=F(z,y,2) eCG=0G(x, y7 z) séo fungdes vetoriais.

Curvatura, torgao e aceleragao:

1. V(f+9)=Vf+Vg Nome Férmula
2. v. (ﬁ + é) =V.F + v.-@ Vetor normal N = —),(t) _‘N( ) X 7 l(t)
l7 () x 7 (t) x 7' (t)||
3 6>< ﬁ—l—é ZﬁXﬁ—‘rﬁXé B P x 7 (¢
( ) Vetor binormal B = ’(t) r (t)
4 V(fg)=fVg+gVf [[77(t) x 7 (2)]]
- _, - , o o il a7 "
5. V(fF>:<Vf)F+f(VF> Curvatura ari _ Zt :7”7" (&) x T @]
ds % 7 (@)1I3
6 v x fﬁ):ﬁfxﬁﬂfﬁxﬁ -
Cored dB o () X 70) T
orgao T=—— -N=
L. O 9 ¢ ds 17 () x 7 ()]
7 G 9o 0L 0 O
da2 = 0y : dB 4B
. 2 92 o Médulo Irl = ||—| = || -2
onde V? = 922 + 87y2 + 92 é o operador laplaciano da Torgao ds Gt
PR 2
8. vV x (6]“) =0 Aceleracao ay = g x S
v
S R normal P
9. v (v x F) =0 —
- - R L o o . Aceleracao ar = av_
10. VX(VXF): VF)—VQF . . v dt
angencial
11. ﬁ-(ﬁx@):G-(ﬁxﬁ)—F-(qxé>
Equacées de Frenet-Serret:
b ﬁx(ﬁxé):(é-ﬁ)ﬁ—é(ﬁ-ﬂf dT _ ¥
' —(ﬁﬁ)éJrﬁ(ﬁé) ds
dN - .
— = —=KT +7B
ds
" V(F-G)=(G-V)F+(F-v)G+ aB B
. N K4 R N R R - — —rN
+F><<V><G>+G><(V><F) ds i
14, Vip(r) = ¢/ ()7




e Questao 1 (0.5 ponto cada item) Considere a trajetdria parametrizada pela seguinte fungéo vetorial e os graficos dados em seguida:

7(t) = tsen(t)i + tcos(t)j, t>0

Gréfico d:

Gréfico a: Gréfico b: Grafico c:
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Assinale na primeira coluna o gréfico correspondente & fungao dada. Na segunda coluna, assinale o vetor tangente unitdrio no instante
t = m. Na terceira coluna, indique o vetor normal unitirio em ¢t = w. Na quarta coluna, indique a curvatura em t = 7. Na quarta coluna.

Solugdo do item a): Para dissernir o gréfico correto, basta calcular o valor de r(¢) em alguns dngulos notdveis:

4(“') T 7 () -
Fl=)==1 e 7(m)=-7
2 2 J

Esse dois pontos j& garantem que sé pode ser a letra b).
Solugdo dos itens b), c) e d): Para os outros itens, calculamos as derivadas de 7' (¢):

P'(t) = (sen(t) + tcos(t))i+ (cos(t) — tsen(t)) ]
P"(t) = (2cos(t) —tsen(t))i+ (—2sen(t) — tcos(t))]
Pln) = —mi—j
Fl(r) = —2i+m7j
Normalizando, temos:
= -7 — ]
T(m) = ——=
(M) == 1
Ja o vetor normal unitario é dado por:
o -] = —W;—j TI';—Z —i+ Wj
N=BxT= (—k) x = =
Vi +1 V2 +1 V2 +1

A curvatura é dada por:

Cpr@ixerml (7)< (2 )|
A T I
|2 =28 ey

(724132 (x241)%/?



e Questao 2 (0.5 ponto cada item) Considere a trajetéria dada pela parametrizagdo a seguir:
- IR R
7(t) = cos(t)i + sen(t)j + gt?’k

Assinale as alternativas que indicam respectivamente a norma da velocidade e a tor¢ao no ponto ¢t = 0.
Calculamos as derivadas:

7'(t) = —sen(t)i+ cos(t)] + 2k,
P(t) = —cos(t)i—sen(t)] + 21k,
Pt = sen(t)i— cos(t)] + 2k.
Agora substituimos em ¢ = 0:
() =,
) =
) = =+ 2k

A norma da velocidade é ||7/(¢)||| = H;H =1.
Ja a torcao é dada por:
7' (&) x 7 (t) - T (¢)
7 (£) x 7 (£)]12
E-(=F+2k)
= XV VJTEM 9
12




e Questao 3 (0.5 ponto cada item) A temperatura em um ponto P(z,y, z) de uma sala é dada por:
T(z,y,2) = 300 — 2 (22 + y?)

Uma abelha estd no ponto (3,4, 1) e com velocidade dada por 7 = 47 + 3}—&— 12k. Na primeira coluna, assinale a alternativa que melhor
aproxima a taxa de varia¢do (por unidade de comprimento) na diregéo e sentido da abelha. Na segunda coluna, a alternativa que melhor
aproxima a derivada da temperatura experimentada pela abelha (por unidade de tempo).

Solucao:
VT (z,y,2) = —Adzi—4yj
VT(3,4,1) = —12i—167
T-VT(3,4,1) = (404374 12k)- (=127 — 167)
= —48—48=-96
v SVT(3,4,1) = —% % ~ 7,4
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e Questao 4 (0.50 ponto cada item) Considere os campos dados por

f = cos(z®+y*+2?)

g = 2°

F = cos(y)i+sen(z)] + e’k
h1 = ﬁyﬁx(ﬁ+§ﬂ
he = Vf-Vg

Na primeira coluna, assinale a alternativa que apresenta hi. Na segunda coluna, assinale a alternativa que apresenta ho.

mo= VgV x (F+Yy)
= Vg-VxF
0 0 322
) b3} b3}

oz 87@/ 0z
cos(y) sen(z) e

= 322%(cos(x) 4 sen(z))

he = Vf-Vg
= Vg-Vf
= 3%k 6f
0
= 32267];
= 32%(—22)sen(z? +¢% + 2?)
= —62%sen(z? +y% + 2?)



e Questdo 5 (0.5 ponto cada) Considere o campo central F = f(r)# em f(r) é uma fungo
diferencidvel e seu gréafico é esbogado ao lado. Em cada coluna assinale uma alternativa
correta.

O divergente é nulo em todos os pontos. ( O campo & irrotacional.

k- ¥V x F =0 somente no ponto (0, 0).
o0s pontos.

!

() O divergente é ndo-positivo em todos os -V X F'> 0 somente na regiao z < 0.

X
X ) O divergente é nao-negativo em todos
(
(
pontos. (

)
)
)
) E§ x F > 0 em todos os pontos, exceto

O divergente é nulo no ponto (1,1). na origem.

E-VxF < 0 em todos os pontos, exceto

O divergente nao existe no ponto ()
na origem.

(—3,-3).
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e Questao 6 (2.0 pontos): Seja ® o fluxo do campo
F=zk

através da superficie que envolve a regido limitada inferiormente pelo cone

/I2+y2:Z

e superiormente pelo plano z = 1 orientada para fora.
e Item a) (1.0) Encontre o fluxo ® via parametrizagio direta da superficie (sem usar o Teorema da Divergéncia).
e Item b) (1.0) Calcule o fluxo ® usando o Teorema da Divergéncia.
Solucao do item a: Escrevemos o fluxo ® como a soma da contribuicdes da porcao de cone inferiormente e o disco unitario no plano

z = 1 superiormente.
@t:// FRas= || ds=n
St St
A porgao de cone estd numa superficie de nivel da seguinte fungao escalar:

G(z,y,2) =z — Va2 +y?2

<I>b=// ﬁ-EdS:i// F.VGdA
JJS Sy A

Onde o sinal é determinado conforme a orientagdo da superficie. Neste caso, escolhemos negativo porque a componente z do gradiente é
positiva e a componente z da normal é negativa.

Usaremos o teorema de mudanga de varidveis:

F.VG==z

27 1
P, = :t/ /(z)pdpd9
0 0

27 1 2
—/ / p2dpdf = — 2~
o Jo 3

=P+ Py =

27 1 1
= /V-FdV:/ //(1)pdzdpd0
Jv 0 0 Jp
27 1
= / /(l—p)pdpd9
0 0

1
= 277/0 (p—p*)dp

1 1 T
= 2|l —-——=) ==
(2 3) 3

Solugao do item b:



e Questao 7 (2 pontos) Considere o campo dado por F=gxzi+ :Ezew'Z;Jr zzk e caminho C dado pelo arco de pardbola y = z2 no plano

xy que liga o ponto P; = (0,0,0) até o ponto P2 = (2,4,0), o segmento de reta que liga P> a P3 = (0,4,0) e o segmento de reta que liga
P53 a P;, no sentido Py — P> — P3 — P;.

Calcule a integral de linha F. dr, esbocando a regidao de integracao.

C
Usamos o teorema de Stokes:

W:%F"dr*://ﬁx}?ﬁdS://ﬁxﬁ~EdS

E-VxF = — — —
oz dy 0z
zz  a?e¥T? oz 3
= 2ze¥T? =2z¢Y, 2=0
Agora calulamos: 2

2 4
w = //Qxede:Q/ / re¥dydx '
0 x2
2 2
= 2/ x(e‘lfez)dz !
Jo
2 2 )
= 264/ :cd:c—/ 2ze” dx
0 0

— 464 _ -/4 eldu ofo 05 10 15 20
0

= et — (et —1)

= 1+3e!

Alternativamente, para resolver sem usar o teorema de Stokes, é um pouco mais trabalhoso. Escrevemos a integral de caminho fechado
como a soma de trés integrais:

W:W1+W2+W3::/ Fdi+ ﬁ-dFJr/ Podr
JCq Co JC3
Onde:

Cr:7t)=(2—-1)i+4j, 0<t<2
Co:7(t)=(4—1)], 0<t<4
Cs: 7(t) = ti + 125, 0<t<2.

2
Wy = / zz(—t)dt =0
0
4
Wy = / 22T (—t)dt =0
Jo
2
Wy = / [zz + 2%e¥T=(2¢)] dt
Jo

2
- 2/ 3et’ dt
0

4
= / uedu [u =22, du = 2:z:dx]
0

4
ue“|37/ e'du
0

= de* —e*+1=1+3¢e*



