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Regras Gerais:

e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicacao.
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
Regras para as questoes abertas
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matematica consistente.

Tabela do operador v
f=f(zy,z2)eg= g(x y, z) s@o fungoes escalares;

F=F(z,y,2) eCG=0G(x, y7 z) séo fungdes vetoriais.

Curvatura, torgao e aceleragao:

1. V(f+9)=Vf+Vg Nome Férmula
2. v. (ﬁ + é) =V.F + v.-@ Vetor normal N = —),(t) _‘N( ) X 7 l(t)
l7 () x 7 (t) x 7' (t)||
3 6>< ﬁ—l—é ZﬁXﬁ—‘rﬁXé B P x 7 (¢
( ) Vetor binormal B = ’(t) r (t)
4 V(fg)=fVg+gVf [[77(t) x 7 (2)]]
- _, - , o o il a7 "
5. V(fF>:<Vf)F+f(VF> Curvatura ari _ Zt :7”7" (&) x T @]
ds % 7 (@)1I3
6 v x fﬁ):ﬁfxﬁﬂfﬁxﬁ -
Cored dB o () X 70) T
orgao T=—— -N=
L. O 9 ¢ ds 17 () x 7 ()]
7 G 9o 0L 0 O
da2 = 0y : dB 4B
. 2 92 o Médulo Irl = ||—| = || -2
onde V? = 922 + 87y2 + 92 é o operador laplaciano da Torgao ds Gt
PR 2
8. vV x (6]“) =0 Aceleracao ay = g x S
v
S R normal P
9. v (v x F) =0 —
- - R L o o . Aceleracao ar = av_
10. VX(VXF): VF)—VQF . . v dt
angencial
11. ﬁ-(ﬁx@):G-(ﬁxﬁ)—F-(qxé>
Equacées de Frenet-Serret:
b ﬁx(ﬁxé):(é-ﬁ)ﬁ—é(ﬁ-ﬂf dT _ ¥
' —(ﬁﬁ)éJrﬁ(ﬁé) ds
dN - .
— = —=KT +7B
ds
" V(F-G)=(G-V)F+(F-v)G+ aB B
. N K4 R N R R - — —rN
+F><<V><G>+G><(V><F) ds i
14, Vip(r) = ¢/ ()7




e Questdao 1 (0.5 ponto cada item) O Folium de Descartes é a curva
parametrizada por

3at - 3at? -
+ =37, —oo<t<oo. 2.0

He) —
() 1+t3Z 14t

: - . 1
Vamos considerar apenas a por¢ao da curva com dominio —— < t < oo 1.54

e a = 1, conforme esbogo ao lado. Marque a resposta correta para cada
coluna.
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Tangente unitario em ¢ = 0:
(X) 7 Normal unitario em ¢ = 0: 054
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Dos pontos do plano zy listados, marque o de maior Dos pontos do plano zy listados, marque o de menor
curvatura: curvatura:

() A (X) A

() B () B

x)c ()c

()D () D

() E () E

Solugao: Observe que a curva estd orientada no sentido positivo do eixo z é #(0) = 0. Apenas observando a lista de opgdes, o vetor
tangente unitdrio deve ser aquele onde a componente na direcdo x é a maior que as outras, no caso s6 pode ser i. O normal unitério aponta
para dentro da curvatura e é perpendicular a f, logo, N = ; A anélise dos pontos de maior e menor curvatura também é feita olhando o
gréafico, sem fazer contas. A parte mais ”fechada”, curvatura maior, a parte mais préxima de uma reta, curvatura menor.

e Questao 2 (0.5 ponto cada item) Considere a trajetéria de uma particula com aceleragéo tangencial constante igual 2 ao longo da curva
parametrizada por
2. 3L .
7(t) = 5i+§j+tk, -0<t<1.
Sabendo que a velocidade escalar em t = 0 é zero, marque a resposta correta para cada coluna. Dica: a parametizagao dada nao reflete a

cinética do problema, apenas a geometria da curva.
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Solucgao: Para torcao e curvatura, calculamos as derivadas:

2. 3L, o

1) = St itk
) = ti+t*j+k
) = i+25
) = 2f.
Em t =1, temos:
) = T+j+k
) = i+2)
( -

7
7)) = 25



Assim,

Pxi = —2i+j+k
17 x| = 6
17l = V3
7 x P =2
Logo,
V6 V6
KR = — = —
V32 3v3
2
T = —_—

N
[V
Wl

Agora, sabendo que ar = v’ = 2, temos que v(t) — v(0) = 2t, ou seja, v(t) = 2t. Assim, v(1) = 2. Também,

5 V6

ay =v'k=4——

3V3

e Questdo 3 (0.5 ponto cada item) Considere o campo vetorial F = ze®i — e”j + z sen(z)k e a curva C fechada no plano xy formada pelos
lados do quadrado = 1 e y = %1, orientada no sentido anti-horario. Marque a resposta correta para cada coluna.

VXF / F.dF

()0 C( ) 0

() ze z—l—xcos(?k ) () 2

(X) (e® —sen(z))j — ek () 2e—1

() €e%i+ (¥ —cos(z))j — 2sen(z)k () 21—e)

() —e"k (X) 2(e~! —e)

Solugao: Célculo do rotacional:
i E
VxF= % gy % = (e —sen(z))] — e“k
ze® —e® wsen(z)

Pelo teorema de Stokes, temos

onde S é o plano z = 0 orientado no sentido k e dominio —1 <z,y <1. Assim

s ST 1
/ F.-dr= / / —e¥dxdy = —2 / edr = —2(e —e1).
Jo J-1J-1 J-1

e Questao 4 (0.5 ponto cada item) Considere o campo vetorial F=axi+ yf—i— zE, acurva C :y = z2, —1 < z < 2, orientada no sentido
(—1,1) até (2,4) e a superficie S dada por z =1 — z? — yQ7 acima do plano zy, orientada no sentido positivo do eixo z. Marque a resposta

correta para cada coluna.
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Solucao: Uma parametrizacao para C é dada por F:tf+t2f —1<t<2. Temos 7 :{—i— 2t7, F(7(t :ﬁ—s— 25 e
v p Gao p P ) Sts 75 J

. 2 22 20422 - (-2 - (-1
/F-d?:/ (t+2t3)dt:[5+—} _4t (D" = (=1) —9.
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Agora, para fazer a integral de superficie, definimos G = z° + y? + z — 1. Temos VG = 27 + 2y3+ k. Assim,

//ﬁ-ﬁds:// F.VGdA,
S D

onde F = zi + y;—i- 2k = 21 + yj—l— 1- z2 — yQ)I; e D é o disco unitdrio no plano zy. Assim,

. 27 1 rd 2270 3p
// F-ﬁdS:// (2x2+2y2+(17x27y2))dA:// (22 4+ y> +1)dA = / / (r2 + 1)rdrdf = 2n [—Jr—} = —.
s D D Jo 0 4 2 ]9 2

e Questdo 5 (2.0 pontos) Considere o campo vetorial F = (3yz2 + z + 1)i 4 3z2%] + (6zyz + z)k e a curva C dada por #(t) =
e+ (t2 + 2t)j+ t4E, 0 <t < 1. Responda os itens abaixo.

a) (0.5 ponto) Mostre que F é um campo conservativo.

b) (0.5 ponto) Calcule o potencial de F, isto é, o campo escalar ¢ tal que F = V.



¢) (1.0 ponto) Calcule a integral de linha / F . dr.
C

Solugao: a) Um campo é conservativo se, e somente se, for irrotacional.

7 7 E
Y x F = 9 A
ox oy 0z

3yz2 +2z41 3z2? 6xyz +

Solugao: b) Seja ¢(x,y, z) o potencial, entdo

0\
8—¢ =By +z+1)=>¢p=3xyz> +az+2+Ci(y, 2)
z
Agora, derivamos com respeito a y para obter a segunda componente:
9% =3zz% + 91y, 2) = 3zz2
Oy Oy
Assim,
aC
g(iy,Z) =0=Ci(y,2) =C2(z) = ¢ = 3zyz? +zz +x + Ci(z)
Y
Finalmente, derivamos com respeito a z para obter a ltima componente:
% = 6xyz + = + % = 6zyz +
0z 0z
Logo,
aC:
82(2) =0=>Cs(2)=C=¢=3zyz> +az+ax+C
z

Solugao: c) A integral de linha é a diferenga de potencial
/ Fdif = ¢(7(1)) — $(7(0)) = ¢((1,3,1)) = d((e™1,0,0) =9+ 1+ 1—e " =11 —e"
C

e Questao 6 (2.0 pontos) Considere S a superficie orientada para fora que contorna o sélido V' limitado superiormente pelo plano z = 1
e inferiormente pela superficie z = /22 + 42, 0 < 2 < 1 e o campo F=ai+ yf—Q— 22k,

a) (1.0 ponto) Calcule o valor de // F - tdS usando integragdo direta.
M S

b) (1.0 ponto) Calcule o valor de // F . 7idS usando o teorema da divergéncia.
S

Solugao a)Escreva ® = &1 + $3 onde P é a lateral e P2 é o topo. Comegamos calculando P1:

®1=//ﬁ.ﬁds:i// F.VGdA
S A
)

= T -
onde G(x,y,2) =z — V22 +y2 e VG = — i—
( ) \/$2+y2 \/$2+y2

j_" + E, assim

Convertendo para coordenadas polares, temos:

IS

2,1 371
P, = —/ / (7“2 —r)rdrdf = —27 {T— — T—} =T
0 0 4 3 0 6

By = //ﬁ.ﬁdsz//(xf+yj‘+1212)-1§ds:// 1dS = 4reade S =7
S S S

Agora, calculamos Ps:

D=0 4Dy == = —

SN
o



Solugao b) Observe que V-F=2+ 2z, assim

P

//Sﬁ.ﬁds

/ASE

2//5(1+z)dV

2/0277/: /:(Hz)rdzdrde
2

1 2 z=1
471'/ |:(z+ —)r} dr
0 2 z=r



