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Nome: Cartao:

Regras Gerais:

e Nao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicacao.
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
Regras para as questoes abertas
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagdo matemadtica consistente.

Tabela do operador v
f=f(zy,z2)eg= g(x y, z) s@o fungoes escalares;

F=F(z,y,2) eCG=0G(x, y7 z) séo fungdes vetoriais.

Curvatura, torgao e aceleragao:

1. V(f+9) =Vf+Vg Nome Férmula
2. v. (ﬁ + é) =V.F + v.-@ Vetor normal N = —),(t) _‘N( ) X 7 l(t)
7/ () > 7" (&) x 7' ()]
3 6>< ﬁ—l—é ZﬁXﬁ—‘rﬁXé B P x 7 (¢
( ) Vetor binormal B = ’(t) r (t)
; ¥ (f9) = £V + 97 1) > Ol
= _ = _ o al daT "
5. V(fF>:<Vf)F+f(VF> Curvatura ari _ Zt :7”7" (&) x T @]
ds Fr 7 @)3
6 v x fﬁ):ﬁfxﬁﬂfﬁxﬁ -
Torca dB & (') x 77()) - 7 (t)
orgao T=—— -N= —
: . vrogry s B BE P ds 7@ x 7 @]
da2 = 0y : dB 4B
. 92 92 2 Médulo Irl = ||—| = || -2
onde V? = 922 + 87y2 + 92 é o operador laplaciano da Torgao ds Gt
75 i 2
8. vV x (6]“) =0 Aceleracao any = g > & =7 = ?
v
- S normal P
9. V- (VxF)=0 —
- - R L o o . Aceleracao ar = av_
10. Vx (VxF) =V (V- F)-2F . . v dt
angencial
11. 6-(ﬁx@>:é-(ﬁxf)—ﬁ-(qxé>
Equacées de Frenet-Serret:
b ﬁx(ﬁxé):(é-ﬁ)ﬁ—é(?-ﬂf ar ¥
' —(F-¥)G+F(v-0) ds
dN - ~
— = —=KT +7B
ds
" V(F-G)=(G-V)F+(F-v)G+ aB B
. N K4 R N R R - — —rN
+F x (VxG) +Gx (VxF) ds i
14. Vip(r) = ¢/ ()7




e Questao 1 (0.5 ponto cada item) Considere a hélice circular ndo uniforme dada por:
7(t) = cos(t)i + sen(t)j + w2 In(t)k, t > 0.

Marque a resposta correta para cada coluna.

Tangente unitario em ¢t = m: Binormal unitario em t = m:
- 75'+ 7k = —jﬁ- wk
X) T(r) = —— B(rn) = ——
(X T = R e
~ ff+ k = *j+ wk
T(n) = —— B(m) = ——
O T = e OB =
S - D
T = — B =
O =" O B ="
i+n;+k = i+T4k
T = B =
O =" ) B ="
i+nj+k 5 i+mj+k
T = X) B =
O = (X0 B ="
Curvatura em t = 7 Torcao em t = m:
2+ m? 24 72
() w(m)=— () m(m)=—1
() wimy = 22T () rim = 22T
= T(m) =
Vitne Vit
(X) nim) = 2T () 7w = 22T
= T(7) =
(L+72)3 (1+72)3
1 1
() k() =— (X) 7(m) = —
T T
2472 2 4 72
() wlm =1 () 7w =15
Solugao:
Comecgamos pelas derivadas:
Ft) = cos(t)i+sen(t)j + w2 In(t)k
2
7(t) = —sen(t)i+ cos(t)] + %k
- - 7'('2 -
7(t) = —cos(t)i —sen(t)j — t—2k
- - 2m2 .
7(t) = sen(t)i— cos(t)j + tL:”k
Subsituimos em ¢ = 7, temos:
Pl(r) = —j+nk
Pl(r) = i—k
=111 = 2>
7wy = j+—k
™

Obs: Substituir os valores torna o processo de calcular produtos e normas muito mais simples. Por que as subsituicoes
s6 podem ser feitas depois das derivadas?

||F'(7T)H = V1472,

i 7k R . .
Pl x7'(m)=|0 -1 =« = (1-0)i+(m—0)+4 (00— (=1)k
1 0 —1

|7/ () x 7 (m)|| = V1% + 7% +12 = V2 + 72

TS L R It —
™
i 7 k . ~ B
Py x () x#'(m)=|1 = 1 = (2= (-1))i+ (0 -7+ (-1 +0)k
0 -1 =«

L

= (P +1)i—7j—



Portanto:

o = P@xr@l_ vEre
(|7 ()| (1423
oy = TEXT@ @t _we ater 1
P xR JEEeE  zee m@ee) w
ﬁﬂ i F'(ﬂ) 7—‘7+7rl;:‘
= = Vit
B’(ﬂ_) _ 7i(m) x 7 () it mi+k

17/ () x 7" (@)l V2+ a2

Adicional: Embora nao tenha sido pedido no problema, o vetor normal unitirio é dado por:

N(my = 1) X @) X (w) (2 + )i = — 3
(|77 () x 7" () x 7' (m)| Vrt £ 32 +2

Em que se usou:

22
|7/ () x 7" (7)) x 7/ (m)|| =4 [12 + =5 +12 = /(72 + D)2 + 72 + 1 = /7d + 3n2 + 2.
s

Verifique agora que o trio é, de fato, ortonormal, isto é, cada um dos trés vetores tem normal 1 e T N=N-B=B-T=o0.



.

e Questdo 2 (0.5 ponto cada item) Uma mosca viaja sobre uma trajetéria 7(t) com velocidade #(t) e aceleragao @(t) = 2 cos(t)i+2sen(t)7,

0 <t < 27w. Sabendo que a velocidade da abelha no ponto t = 0 é ¥(0) = 7]77 marque a resposta correta para cada coluna.
Componente tangencial da aceleragao: ar Componente normal da aceleracao: an
4 — 2cos(t 4 — 2cos(t
() ap= S22 (X) ay = 2o
\/b — 4cos(t) \/b — 4 cos(t)
4 — 2cos(t 4 — 2cos(t
() ap = A2 _ () an = 2D
V(5 —4cos(t))3 (5 — 4cos(t))3
2 sen(t) 2 sen(t)
() () an=

Y= (5 — dcos(D)? (G — 4cos(t))?

_ 8+ 2sen(t) + 2cos(t) _ 8+ 2sen(t) + 2cos(t)

a a
() ar 5 — 4 cos(t) () v 5 — 4 cos(t)
2sen(t 2sen(t
(X) ar = =220 __ () ay = 2500
5 — 4 cos(t) 5 — 4 cos(t)
()ar=0 () an=0
Solucao:
Usaremos as férmulas: any = g > 5 ear = @y
v v

@(t) = 2 cos(t)i + 2sen(t)j
T(t) = [2sen(t) + C1]7 4 [—2cos(t) 4+ Ca]  + Csk

Como #(0) = —J, temos

T(t) = 2sen(t)i + [1 — 2cos(t)] ]
P

ait) xot) = 2 cos(t) 2 sen(t)

2sen(t) 1—2cos(t)

= (0—-0)i+(0-0)j+ {2cos(t)[1 — 2cos(t)] — 4sen?(t)} E

= (2cos(t) — Dk

o O I

Assim, temos:
[|@(t) x ¥(¢t)]| = |2cos(t) — 4] =4 — 2 cos(t).
A ultima igualdade é vélida porque a func@o 2 cos(t) é assume valores entre —2 e 2, portanto 4 — 2 cos(t) assume valores entre 2 e 6.
J4 a norma da velocidade é dada por:

o(t) = [5(0)]] = \/4sen?() + (1 — 2cos(t)2) = \/4sen2 (1) + 1 — 4 cos(t) + dcos?(t) = /5 — dcos(?)

Finalmente temos:

a(t) - v(t) = 4sen(t) cos(t) + 2sen(t)(1 — 2 cos(t)) = 2sen(t)

4 — 2cos(t)

N deos(t)

2 sen(t)
ar = ————.
5 — 4 cos(t)



e Questdao 3 (0.5 ponto cada item) Considere a linha poligonal fechada C no plano zy formada pelos pontos Py(1,0,1), P1(3,0,1) e
P5(2,1,1), no sentido Py — P, — Py — Py, e o campo F = — (2% + 1)yi + (22 + )] + zye*k.

Integral de linha

Rotacional ) ¢CF'dT: 1
() VXF = (ze® —2za+€)i— (3z2y—ye* +e* +1)j+ (2 +22+2)k S
L . . ~ () F.dr=2
() VX F=(ze® =2z +e*)i— (32%y —ye® +e)j + (25 + 22k
(X) VxF = (ze* —222)i — (32%y + ye*)j + (2° + 22 + 2)k (X) %Cﬁ-dF:4
() VxF=wei—3zyj + (z° + 22k
- o - . F.drf=38
() VX F=ze*i—3e’j+ 4k ()¢

Solugao do item b:

3~
1!
&
il
Il

=
<l
X
T
S
&
nn

- kdS

[l
~
i
L

S

//S(z3+22+2)d5
= //S4dS:4

A regido é um triangulo iséceles de base com comprimento 2 e altura 1, logo tem &rea 1.

e Questdo 4 (0.5 ponto cada item) A figura ao lado apresenta o corte
z = 0 de um campo 13(31:7 y) = Fg(:v,y); e as seguintes quatro curvas
orientadas: C7 é um circulo, C2 é um segmento de reta, C3 é uma elipse
e C4 é a unido de dois segmentos de reta. Considere também

e o plano S; dado por x =0, —2 <y <2, —2 < z < 2, orientado no 37
sentido de 1. '
e o plano Ss dado por y =0, —2 <z <2, -2 < z < 2, orientado no 24

sentido de —j.

—_ > >

e o plano S3 dado por z =0, -2 <z <2, —2 < y < 2, orientado no
sentido de —k. 11
Marque a resposta correta para cada coluna.

Integral de linha: Integral de Superficie:

() F.dr<0 ( )// ﬁ~ﬁdS:/ F.idS >0 14
Sl 32

() czﬁ-df’:o ()//S1
) C4I3~dF:0 ()//53 LS <0 N /

(X) cgﬁ~d?>0 (X)//S2

ol

-r‘idS>/ F.#dS >0
Sa

ol

ol
-
o 4
w A

-ndS < 0 -3 —2 -1 0

)y [ F.ar> [ F.ar ()// ﬁ-ﬁds>/ F.ids =0
Cs Jos S1 S
Curvatura:
() A curva C3 possui somente dois valores para a Divergente:
curvatura. () V-F>0em todos os pontos.

A curvatura ¢ zero sobre C e C. V - F > 0 somente no primeiro quadrante.

A curvatura nao é constante para Cj e Cs

—

V - F' = 0 somente no primeiro quadrante.

—~ o~ o~
~— — —

A curva C4 tem dois valores para curvatura
e um ponto onde a curvatura nao estd bem

definida. V- F < 0 no primeiro quadrante e V- F' > 0 no

(X)) A curvatura é zero sobre Cy e sobre C4, com terceiro quadrante.
excecao de um ponto sobre Cjy.

()
()
(X) V-F <0 em todos os pontos.
()



e Questao 5 (1.0 ponto) Seja a curva no plano zy dada pela grifico de uma fungao suficientemente diferencidvel f(z):

y = f(=).

Mostre que curvatura como fungao de x é dada pela expressao:
1!
T
oy = — @
1+ f'(2)?)
mpregue essa férmula a fungdo f(z) = — 122, — 1<z <1 e interprete geometricamente.

Empreg férmula & funca V1— 22 1<z <1 e interpret tri t

Solugdo da primeira parte: Primeiro parametrizagido a curva com z(t) =t e y(¢) = f(z(t)) = f(¢):
F(t) = ti + f(t)].

Depois calcumos as derivadas:

P = 07
OO

Vemos que:

|7/ (&) x 7" (@®)]|

|7+ r'®3) x 17w
|7 ®F|
£ (#)]

7ol = |ff+r®i|=yi+ro?

Assim, basta substituir na férmula para obter:

além disso:

K(t) = 7””(75)
(1+f(1)%)%?
Retornando a variavel original, temos:
(o) — 1@
(14 f1(2)2)*/?
Solugao da segunda parte:
flx) = (1—z2)1/2
/ _ 2\—1/2 z
fllz) = —-=z(1-2°%) —7m
7 _ 2\ —1/2 2 2\—3/2 _ 1
ff@) = —(-2%) " +2*(1-2% T
Agora obtemos:
2 3/2
ron23/2 z _ 1 (1 _ .2\—3/2
a+r@)” = (1+155) =g =0

substituindo, temos k(z) = 1. A intepretacdo geométrica é que a curva descrita é uma semicircunferéncia de raio 1.



e Questao 6 (3.0 pontos) Considere a regidao V limitada lateralmente por z = /x2 + y2, inferiormente por z = 1 e superiormente por
z = 2. Sejam S a superficie que limita V' orientada para fora e F=gzi+ yf+ 22k

a) (1.5 ponto) Calcule o fluxo via parametrizagéo direta da superficie. (sem usar o teorema da divergéncia)

b) (1.5 ponto) Calcule o fluxo via teorema da divergéncia.

Interepretagao:

A regido é um tronco de cone. A superficie, é entao formada de trés porgoes:
1. Inferiormente pelo circulo de raio 1 (Sp) com normal 7 = —k e drea 7.

2. Superiormente pelo circulo de raio 2 (St) com normal 7 = k e 4rea 4.

3. Lateralmente pela superficie conica (S;) com 77 - k<o

Solucgao do item a:

G(%y’z) =Z=V z? +y27 60(33,%3) = - ° {_ ° _)+E
Va2 +y? Va2
2 2
F-VG(z,y,2) = ——e—— — —oe— +2°
Vet ty? Vet
a? +y? 2 2, .2 2
= ———=+z=—Va2+y?+ 24y =—p+p
\/x2+y2 N——

na superficie

o = //Sﬁ-dfs‘:f//Aﬁ-§GdA://A(pfp2)dA

27 2 9 2 9 3 17
/ / (pfp)pdpd9=27r/ (p*=p°)dp=——7
o J1 J1 6

oy = //S ﬁ~d§z%ﬁ~ﬁd$z%z2d5:4%d5:167r
o, = //Sbﬁ.d“szf/Aﬁ(—E)ds:—//Afdsz—//AdS:—Tr

Somando os trés termos, temos:

Temos que:

17 73
<l>:f€71'+167rf7r=—7r

Solucao do item b: Calculamos o divergente: Lo
V- F=2+22

E realizamos a integral de volume:

2.00

.
1.75 /
1.50 /

o = ﬁF-dS:.ﬂvv-FdV 125 | /
27 2 z
- / / / (2 + 22) pdpdzdé N 1.00 ,,/
o J1 Jo

2 . 2 73 0.75 4 ,,»’
= 27r/ (1+z)p2|0dz:27r/ (14 2)2%dz= —=x e
1 1 6 0.50 1
02s{ 7
0.004

o T T T T T T T T
0.00 025 050 0.75 100 125 150 175 2.00

p

Observagao: A integral poderia ter sido feita (de forma mais trabalhosa) conforme a seguinte parametrizagao:



2.00
#ﬁ.d:q:// ¥ Fdv 1751
s v
2r 1 2 2r 2 2 1501
/ / / (2 + 22) pdzdpdep + / / / (2 4 22) pdzdpdg
o Jo J1 o J1 Jp 1.251
! 2y (2 2 2 (2 N 1.00
271'/0 (22+z )|1pdp+27r/1 (2z+z )|ppdp . //,
1 2 0.75
107r/ pdp + 271'/ (8 —2p — p?) pdp e
0 1 0.50
14 15 73
Sr42m (12— — — =) =2 ]
T+ 27 ( 3 1 ) 6 ™ 0.25
0.00+—— . . . . . . .
000 025 050 075 1.00 1.25 150 175 2.00

p



