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Regras Gerais:
e N3ao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicagao.
e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
Regras para as questoes abertas
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagao matematica consistente.

Tabela do operador v
f=f(z,y,2) e g=g(z,vy,2) sdo fungdes escalares;

F =F(z,y,z) e G = G(z,y, z) sdo fungdes vetoriais. Curvatura, torgio e aceleragio:

L V(f+9) =Vf+Vg Nome Férmula
2~ V- (F+6)=V-F+9.G Vetor normal | 5 = 0 X 70 X0
7/ (¢) x 7 (¢) x 7 (t)|
3 ﬁx ﬁ+é =§Xﬁ+§><é N 71 (¢ 7 (¢
( ) Vetor binormal B= ||7:’/Et; X i//gt;”
= = 7 X 7
4 V(f9) = fVg+gVf
N _, N , o o al T =/ =11
5 V<fF>:<Vf)F+f(VF) Curvatura K= df — ||t :M
A ) T
dt
6 Vx (fF) =Vfx F+f9xF —
Torca dB N (7' (t) x 7 (t)) - 7" (¢)
orgao =——.N=
N ) ¢ T 7 () x 7 (]2
7. V.- Vf=V2f=— 4L 4 =,
I ! Ox2 + Oy? + 0z2 dB dB
= 0? 02 o2 Médulo Il = || 5| = ||
onde V? = P22 + a7 + pyel é o operador laplaciano da Torcio d ds
> 2 2
8. v x (ﬁf) =0 Aceleracao an = g % & .
v
- R normal P
9. \Y (V x F) =0 2
o - R S L o L Aceleracao ar = av_a
10. Vx (VxF) =V (V-F)-VF . . v dt
angencial
11. ﬁ-(ﬁxé):é-(ﬁxﬁ>fﬁ-(qxé>
Equagoes de Frenet-Serret:
b ﬁx(ﬁxé):(dﬁ)ﬁ—@(ﬁ‘ﬁ)— ar i
' (F¥) G+ F(3-6) ds
dN - _
— = —kT +7B
ds
. V(F-G)=(G V)F+(F ¥)é+ 4B }
. MY 4 R - - K — = —TN
+F><(V><G>+G><(V><F) ds T
14, Vo(r) = ¢' ()7




e Questdao 1 (3.0 pontos) A curva produzida pelas equagoes
paramétricas

z(t) = 20 cos(3t), y(t) = 10sen(2t), —w<t<m,

é chamada de curva de Lissajous. Em uma apresentacao de drift, o
desafio do piloto é descrever o movimento da curva acima mantendo
a velocidade do carro constante. E sabido que o carro pode sair da
trajetoria ou rodar na pista se a aceleragdo normal exceder 45m/s2.

a) (0.5 ponto) Sem calcular, marque sobre a curva o(s) ponto(s)
critico(s) onde o carro pode sair da trajetdria com maior facil-
idade.

b) (0.5 ponto) Calcule os vetores T e N no ponto ¢ = 7.

c) (0.5 ponto) Calcule o ponto ¢ no intervalo (—g, g) onde a

curvatura é méxima. Assuma que a curva é simétrica pelo
eixo z. Neste item, ndo é necessario calcular os pontos criticos
derivando a fungdo curvatura, mas justifique o resultado us-
ando seus conhecimentos geométricos de curvatura, a simetria
da figura ao lado e a expressao dada no enunciado.

d) (1.0 ponto) Calcule a curvatura da curva dada no ponto do
item c).
e) (0.5 ponto) Calcule a velocidade méxima do carro para que o

p = . s . T T
veiculo nao saia da trajetdria no intervalo (—f 7),
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Solucao:
a)
b)
7(t) = 20 cos(3t)7 + 10 sen(2t)7,
calculamos
7 (t) = —60sen(3t)i + 20 cos(2t)7,
Assim,
7 (7) = 207,

Logo, T(ﬂ) = ; Para calcular o vetor normal, procuramos vetores ortogonais a 3 no plano zy, que podem ser iou—i. O ponto

() = —207 estd a esquerda de toda a curva, fazendo o vetor normal, que deve estar apontando para a parte interna da curva, ser

N(x) =1

™

—

T
¢) Comecamos observando que t = 0 é o centro do intervalo -7 <t< — e T

— 4

(0) = 20i. Assim, localizamos o pedago da curva em

~ . ™ ™ 7, . 7 7 P
questao. Logo, no intervalo —— < t < Z, o ponto onde a componente x é a maior é exatamente onde a curvatura é maxima.

Observe que a figura é simétrica neste ponto. Assim, z = 20 cos(3t) é mdximo quando ¢t = 0.

d) Dada a fungao vetorial

7(t) = 20 cos(3t)i 4+ 10sen(2t)7,

calculamos

7 (t) = —60sen(3t)i + 20 cos(2t)7,
7' (t) = —180 cos(3t)i — 40 sen(2t)7,

Em t = 0, temos

(0) = 207,
7(0) = —1804,
7 x 7' = 3600k,

7 (0)]l = 20,
l7 x || = 3600
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e) Como
an = v’k
temos
20
02 =2 452 — 100
K 9
Logo,

v =10m/s



e Questao 2 (1.0 ponto) Calcule a fungdo tor¢do para a curva

F(t) = ti + t3] + In(t)k, ¢ > 0.

Solugao: Calculamos as derivadas

- P
W(t)7i+2t]+zkz,
I
- 67
T(t)*zj—ﬁk»
2 -
A1 _
(t) t—gk
Fazemos,
i ;7 ok
- A 1 2t ! 1-
7oX T = " = i+ —=j+ 2k,
tl P +t2]+
02 e
16 1
— 12 __
7 < 7| —t7+tj+4
7o 7 i
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7ox 7 4t

() = = w5 = :
7 x 7|2 1764_%14-4 16t2 4+ 1 + 4t4



e Questao 3 (2.0 pontos) Considere o campo conservativo

F=@y-1e* iz k

e a curva C dada pela parametrizacao

7 = tsen (gt) i+ tcos(2mt)] + t cos(4mt)k, 0<t<1.

a) (1.0 ponto) Calcule o potencial.

b) (1.0 ponto) Calcule/ F . dr.
C

Solugao:

a) Observe que o potencial ¢ satisfaz

b)

[olo) _
ZF (g — 1)e*y—1)
5 (y Je

Ou seja,
¢ =e"01 1 C(y, 2).

Derivamos com respeito a y agora:

99 _ pertv-1) L 9C10:2) _ a1y,
oy dy
Temos que
9C1(y,2) _ 0
Oy ’
Logo Ci(y,z) = Ca(z), ou seja, ¢ = e*¥~1) 4 Cy(z). Finalizamos comparando a tiltima derivada:
96 _ 9C2(2) _
82 8z

Concluimos que C2(z) = z + C, onde C é uma constante. Portanto, ¢ = =1 4 2 4 C.
Vamos calcular o potencial usando o teorema fundamental para integral de linhas. Como sabemos que a curva C' comeca no ponto
7(0) = P0(0,0,0) e termina no ponto 7(1) = P1(1,1,1), temos:

/ F.di=¢(1,1,1) — $(0,0,0) =2 — 1 = 1.
C



e Questao 4 (2.0 pontos) Considere o campo
F= mgzZJr y3z;+ 22k
e a superficie fechada formada pelo cone z =4 — /22 + 42, 2 < z < 4 ¢ o plano z = 2, 22 + y? < 4, orientada para fora.
a) (0.5 ponto) Calcule V-F.
b) (1.5 ponto) Calcule

Solugao:
a) V- F=3z0% 4 32¢° + 22 = 2(3z% + 3> + 2).

b) Usando o teorema da divergéncia de Gauss, temos:

//Sﬁ-ﬁds = ///Vﬁ.ﬁdv
///V 2(3x2 4 3y 4 2)dV.

Em coordenadas cilindricas, o cone tem equagdo z = 4 — r. Assim,

N 27 2 4—r
// F.@dS / / / 2(3r2 + 2)rdzdrdd
S 0 0 J2

2r 2 22747
/ 3r2 +2)r {—] drdf
0 21,

(
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/ / 3rd + 2r) {7r tr } drdf
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e Questao 5 (2.0 pontos) Considere o campo
F=@—z2+2)i+ (22> +y—2)j+ (—z+y+2)k
e a curva fechada formada pela poligonal formada pelos pontos Py = (0,0,2), P; = (4,0,2) e P2 = (4,2,2), no sentido Py — P; — P> — Py.

a) (0.5 ponto) Calcule V x F .
b) (1.5 ponto) Calcule

Solugao:
a)
i j k
VxF = 9 9 9
ox oy 0z

xfzyzqtz zx2+yfz —r+y+z

= (1-(@?-1))i+1—y?—(-1))7+ (222 — (—22y))k
= 2-2))i+2-yD)j+22(x+ )k

/ﬁd?://ﬁxﬁ-ﬁds,
C S

onde S é o plano z = 2, limitado pelo tridAngulo do enunciado com orientacao i = k. BEm z = 2, temos

b) Pelo teorema de Stokes, temos:

VxF=02-22)i+2-y)j+ 4z +v)E.

/Cﬁ~df = 4//S(x+y)dA

4 rx/2

= 4/ / (z + y)dydz
o Jo
4 x/2

= 4/0 :(nyry;)L dx

EGE (”2;)2]dx

Também, G =2 —2e VG =k. Assim,
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