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Regras Gerais:
e N3ao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicagao.

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
Regras para as questoes abertas
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagao matematica consistente.

Tabela do operador v
f=f(z,y,2) e g=g(z,vy,2) sdo fungdes escalares;

F =F(z,y,2) e G = G(z,y, z) sdo fungdes vetoriais. Curvatura, torcio e aceleragio:
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e Questdo 1 (3.0 pontos) Considere a curva produzida pelas equagdes 6 -

paramétricas
z(t) = 3sen(4t) — 4 cos(t), y(t) = 2cos(3t) + 4sen(t), 4
0 < t < 2m. Sabrina se deparou com uma formiga andando sobre
a mesa e, ao atacd-la com uma pano de prato, a formiga desespera- 24
damente fugiu descrevendo a trajetdria acima. A formiga percorreu
toda a trajetéria com velocidade constante igual a 5cm/s.
- - - 04
a) (1.0 ponto) Calcule os vetores T, N ¢ B em ¢t = 0.
b) (0.25 ponto) Esboce no grafico ao lado os vetores T e N em
t=0. =27
c) (0.25 ponto) Marque no gréfico ao lado os cinco pontos onde a
fungdo curvatura atinge os cinco maiores méximos locais. —4 -

d) (1.0 ponto) Calcule a curvatura em ¢ = 0.

e) (0.5 ponto) Calcule a aceleragdo normal e a aceleragdo tangen- —6 - : : : :
cial da formiga em ¢t = 0.
Solugao
a) A posicdo da formiga é dada por
7(t) = (3sen(4t) — 4 cos(t))i + (2 cos(3t) + 4sen(t))7.
Em t = 0, a posigio é 7(0) = —4i + 2j. Temos:

7 (t) = (12cos(4t) + 4sen(t))i + (—6sen(3t) + 4 cos(t))7.

Logo,
7(0) = 127 + 4j.
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Use a regra da méo direita na figura para concluir que em t = 0, B=—Fk. Assim,
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d) Calculamos:

s

(12 cos(4t) + 4sen(t))i + (—6sen(3t) + 4 cos(t))]
(—48 sen(4t) + 4 cos(t))i + (—18 cos(3t) — 4sen(t))7
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Em ¢t =0, temos:

70) = 12+ 47,
7(0) = 4i—18j
[#(0)] = +144+16=4V10
7(0) x #(0) = (1204 4j) x (47 — 187) = (—216 — 16)k = —232k
I7(0) x #(0)]] = 232
(0) I#”©) x| 232 29

[7O)]3 — (4v/10)3 8010

e) Sabemos que ar =v' eay = kv2. Como a velocidade é constante igual a 5em/s, ap = 0 e ay = 25k. Também, pelo item d), temos

) 29 L
ue K(0) = ——. Logo,
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ap = 25



e Questdo 2 (1.5 pontos) Considere a seguinte curva:
7= cos(t)i + 3sen(t)j + csen(2t)k,

0<t<2me>0.
a) (0.5 ponto) Calcule o valor de ¢ sabendo que v(0) = ||7

b) (1.0 ponto) Calcule a torgdo em ¢t = 0.

Solugao:
a) Calculamos:
() = —sen(t)i+ 3cos(t)] + 2ccos(2t)k,
Em ¢t = 0, temos:
7(0) = 3f+2ck,
Assim,
17 = V9+4c2=5,
Temos
9+4c2 =25 =4 =16 = c=2.
b) Calculamos:
() = —sen(t)i+ 3cos(t)] + 4cos(2t)k
7' () = —cos(t)i— 3sen(t)] — 8sen(2t)k
() = sen(t)i — 3cos(t)j — 16 cos(2t)k
Em t = 0, temos:
7(0) = 37+4k
7(0) = -7
#'0) = —3j—16k
Assim,
7(0) x 7'(0) = —47+3k
7(0) x #(0) - 7" (0) = 12 — 48 = —36
I17(0) x 7 (O)* = 25
Logo,
s 7(0) x 7/(0) - 7"/ (0) _ 7§.
[7(0) x 7 (0)I]? 25



e Questao 3 (2.5 pontos) Considere os campos vetoriais

F=@?+e)i+ uy+e¥)i

G= (- +e")i+ 2y +e¥)i
e as curvas -
2 b
C2 o segmento de reta que liga o pontos Py = (0,1) até o ponto P;(0,0) no sentido Py — Pi, C3 o segmento de reta que liga o ponto
Py = (0,0) até o ponto P;(1,0) no sentido Py — Ps e Cy4 = C1 UCy U Cs.

Cy : 7= cos(t)i+sen(t)j, 0<t<

a) (0.5 ponto) Verifique se F é conservativo.

b) (0.5 ponto) Verifique se G ¢ conservativo.

¢) (0.75 ponto) Calcule F . dF.
C1

d) (0.75 ponto) Calcule G - dr.

Solucao:

a)

Portanto, F' é conservativo.

b) Verifique se G ¢ conservativo.

i i k
L ) 9 ) - .
VxG= = = = | = (2y — (—2y))k = 4yk.
X P oy 5% (2y — (=2y)) Yy
(—v*+€") (Qzy+e¥) 0

~
Portanto, F' ndo é conservativo.

¢) O potencial do campo F pode ser calculado comparando:

o¢(x, 0¢(x,
(@ y) =2 +e®) e 9¢(z,y) = (2zy +eY).
ox oy
Integramos o primeiro termos para obter ¢(z,y) = xy2 + e” + C(y). Agora, derivamos a dltima expressdo para calcular o valor de
. Og(my) aC(y) _ Y . WCy) _ oy ,
C(y), isto é, oy = 2zy + oy 2zy +eY. Assim, temos ——— = €Y e, finalmente C(y) = e¥ + K, onde K é uma constante.
Y Yy Y

Portanto, ¢(z,y) = zy? +e® +e¥ + K.
Pelo Teorema Fundamental para Integral de Linhas, temos que

Fodi = ¢(0,1) — ¢(1,0) = (1 +e') — (1 +e') = 0.

d) Pelo teorema de Stokes
é-df:/ Vv x G - idS,
S

onde S é o plano z = 0 limitado pela curva fechada C4 com vetor normal 7 = k. Assim,
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e Questao 4 (3.0 pontos) Seja S a superficie orientada para fora que limita o hemisfério de raio unitério centrado na origem (962+y2+z2 =1,
z>0) e a porgao de plano z = 0 tal que 22 +y? < 1 e F o campo vetorial dado por F = (z® + 22 + y)i + (v° + 2° + 2)] + (2° + 2)E.

a) (0.5 ponto) Calcule V - F'.

b) (1.0 ponto) Calcule # F . 1dS usando o Teorema da Divergéncia.
S

¢) (0.75 ponto) Calcule // F. ndS, onde D é o disco no plano z = 0 limitado por z? + y2 < 1, orientado conforme enunciado.
JJSD

d) (0.75 ponto) Use o resultado dos itens b) e ¢) para calcular // F. 7dS, onde H é a superficie aberta 2 + y? + 22 = 1, z > 0,
orientado conforme enunciado. Observe que S = H U D. "

Solugao:

a) V- F =3 +y>+22).

b)
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¢) A superficie 2 = 0 esté orientada com vetor normal 7 = —k. Também, em z = 0, o campo é dado por

F=(®+y)i+ (> +22)j+zk
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= -3 /0 cos(8)d6

= e

= 0.
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d) Como

pelo itens anteriores, temos:



