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Regras Gerais:
e N3ao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicagao.

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
Regras para as questoes abertas
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagao matematica consistente.

Tabela do operador v
f=f(z,y,2) e g=g(z,vy,2) sdo fungdes escalares;

F =F(z,y,2) e G = G(z,y, z) sdo fungdes vetoriais. Curvatura, torcio e aceleragio:
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e Questao 1 (3.5 pontos) Um automdével se desloca sobre uma pista horizontal em forma de elipse dada pela parametrizagdo 7(t) =
200 cos(t)i + 400 sen(t)5, 0 < t < 2m, onde ||7(t)|| é medida em metros. Observe que essa parametrizagio descreve apenas as propriedades
geométricas do movimento.

a) (1.0 ponto) Calcule a curvatura da elipse em fungéo de ¢.

b) (0.5 ponto) Calcule os valores méximos e minimos da curvatura.

¢) (0.5 ponto) Calcule os vetores T, N ¢ B em t = g
d) (0.75 ponto) Supondo que a aceleragdo em ¢t = g é dada por @ = —i— 25‘, calcule as componentes normal e tangencial da aceleragao

. P . ™
nesse ponto. [Dica: Observe que vocé ndo conhece o vetor velocidade em t = 5]

e) (0.75 ponto) Calcule a velocidade escalar maxima com que o automével pode percorrer a pista sem que sua acelera¢do normal supere
4m/s?.
Solugao a)
Considere a parametrizagao . .
7(t) = 200 cos(t)i + 400 sen(t)j,
0 <t < 27. Vamos calcular a curvatura usando a expressao
_ @) x " @l

K(t) = ——F".
" (@®)11®
Temos: =
r’(t) = —200sen(t)i + 400 cos(t)j
7'’ (t) = —200 cos(t)7 — 400 sen(t)]
Logo,

i j E

() x7'(t) = —200sen(t) 400cos(t) O

—200cos(t) —400sen(t) O
k=

= 80000sen?(t)k + 80000 cos?(t)k = 80000k.

Agora calculamos
7 (¢)]| = (40000 sen?(t) + 160000 cos? (t))l/2 =200 (senQ(t) + 4 cos? () 1/2

Desta forma, temos:
v - Iroxrol
I~ (13

80000

<200« /sen?(t) + 4 cos? (t)) °

80000
8000000 (sen2(t) + 4 cos2(¢))>/?

1
100 (sen2(t) + 4 cos?(t))3/?
Solugdo b) Os pontos de maximo e minimo satisfazem x’' = 0. Ent&o, como

W) = — 3 (2sen(t) cos(t) — 8 cos(t) sen(t)) _ 9sen(t) cos(t)

200 (sen2(t) 4 4 cos?(t))*/? 100 (sen?(t) + 4 cos?(t))*/2’

temos que ' = 0 implica em
sen(t) cos(t) = 0,

que s6 acontece quando sen(t) = 0 ou quando cos(t) = 0. Logo, os pontos de curvatura maxima ou minima acontecem nos vértices, ou
seja, t =0, t = E, t=mt= 31 et =2rm. Os pontos t =0, t = e t = 27 sdo aqueles de curvatura minima e t = g et= 3?” s&o aqueles
onde a curvatura é méxima. A curvatura minima é _ = L e a curvatura méaxima é —-.
.. lo0-43/2 800 = _ 100
Solugao c¢) Vamos calcular os vetores T' e N. Depois fazemos B =T X N.
7 (r/2) = —2007
17 (7 /2)]| = 200
7 (7/2) = —4005
7 (m/2) x ' (w/2) = 80000k
7 (7/2) x 7' (7/2) x 7 (7/2) = —160000005
)

7 (7/2) x 7' (x/2) x 7 (x/2)]| = 16000000
T=—7
N=-j

Logo,

Solugao d) Como @ = —i— 2; = an + AN]\7, temos

6-f:aT
e
a ]\7:(11\7
Portanto, N o . -
ap =a-T=(=i-2) () =1
e

1
Solugéo e) Sabemos que a, = nv2, pelo que a aceleragao normal é maxima quando a curvatura é maxima, ou seja, 100° dai temos:

v= N = V1100 = 20m/s
K



7l = Va2 +y2 +22 e f(r) é uma

Questdo 2 (2.0) Considere o campo vetorial dado por F' = f(r)7, onde ¥ = zi + yj + 2k, r = ||F

fungao diferencidvel.
a) (1.0) Calcule o rotacional e o divergente de E.
b) (1.0) Para f(r) = cosh(r), calcule a circulagdo de F ao realizar uma volta ao longo da curva C' descrita pela equagao
22+ y2 =9

orientada no sentido horario, isto é,
?g Fdr.
C

(ﬁﬂm)xﬁ+ﬂn 6xﬂ

T AB(6)
(f (r)7) x 7+ f(r)(0) =0,

Solugdo a)
V x F=V x (f(r)7)

Il
(=11

onde usou-se a identidade V f(r) = f'(r)#, o fato que 7 x # = 0 (pois so paralelos) e

VXx7=

8 Qo
© Q| o
o o

2D (S5 10 (9 7)
(F/(7) -7+ F)(3) = f (1) + 3F(r)

2

CF=V-(f(r)

<l

Onde mais uma vez usou-se a identidade V f(r) = f/(r)#, o fato que 7- # = -
- or Oy 0z
V.f= 24 =
ox + dy 0z

Solugao b)
A curva é uma circunferéncia de raio 3 e, logo, uma curva fechada. Como V x F' = 0, F' é conservativo e, portanto, a circulagao é zero.



uestao .0 pontos) Calcule o trabalho realizado pelo campo de forgas = —e~ yz+ zZ5 4y f+ 2k ao ongo do retangulo cujos
Q a0 3 (2.0 Calcul balh lizado pel de f F 2z 242 k ao | d 1
vértices sao (0,0,0), (0,4,0), (2,4,0) e (2,0,0) no sentido horério.

Solugao
— — - 2 4 — -
W=¢ F dr:/(VXF) dS = (VX F) - (—k)dydx
c S 0 Jo
Agora, precisamos calcular V x E
i i k
VxFE= 9 9 9 = —2zi+e "k
ox oy 0z
ey 242
Logo, temos VxF- (712) = —e~ 27 ¢, finalmente,

2 4 "2 2
w = / / (—e™2%)dyde = —4 / e 2 dy = —4 [f } =2 (674 -1).
0o Jo Jo 2 1o



Questao 4 (2.5 pontos) Considere o campo vetorial dado por F=gzi+ yf+ 1+ Z)E e a superficie S limitada inferiormente pelo plano
z = 1 e superiormente pela superficie que satisfaz a equacao

z:2—x2—y2,

a) (1.0) Calcule o fluxo de F através da superficie S orientada para fora através de uma parametrizagdo direta da superficie (sem usar
o Teorema da Divergéncia).

b) (1.0) Calcule o fluxo de F' através da superficie S orientada para fora através do Teorema da Divergéncia.

¢) (0.5) Qual seria o valor do fluxo de F através da superficie S orientada para dentro? Justifique sua resposta.

Solugao a)
Comegamos com o fluxo atravé do paraboldide, que denotaremos por S;. Temos

Gz, y,2) =2z —2+2% +9?,

ﬁG’(ac7 Y, 2z) = 2ai + 2y + k.
Como a orientagao para fora tem componente k positiva, o sentido do gradiente estd correto. Agora, colocamos o campo sobre a superficie
F(z,y,2) = F(z,y,2 —2®> —y?) = zi+yj + 3 — 2% — )k
O integrando tem a forma
F.VG(z,y,2) =22+ 2% +3 -2 —¢?2 =22+ 4> +3

Assim, usando coordenadas cilindricas, temos

o, = //ﬁ~ﬁd$:// F.VGdA
S R

1 2w
= / / (22 + % + 3)rddr
Jo JO

1 27
= / / (1"2 + 3)rdfdr
0 0

1 1 3 7
= 27r/0 (7"3+37")d7":27r(1+5):§7r

Agora, vamos calcular o fluxo pela base z = 1, que denotaremos por Sz. Nesse caso, G =z —1e VG = k. Como 7 aponta para baixo,
usamos sinal de menos na integracdo. Também, em z = 1, temos F = xi + yj + 2k. Assim,

o, = // F.ids
Sa
= —// F.VGdA
R

= —//(xi+y3+ 2k) - kdA
R

"1 27
= — / / 2rdOdr
JO 0
1 p—

= 27 [7‘2]0 —27.

Portanto,
7
<I’:<I>1+<I>2:—27r+77r:—

Solugao b) Comegamos calculando o divergente:

Agora, pelo Teorema da Divergéncia, temos

P = Z/ F -7idS
Sa
- /// 3dV
\%
1 r2m p2—r2
= / / / 3 rdzdfdr
o Jo 1
1 27
= 3/ / (1 = r2)rdfdr
0o Jo
1

Solugéo c) A definicdo de integral de superficie tem F - i no integrando. Se trocar #i por —, o resultado troca de sinal. Logo, o

. ™
resultado seria -5



