UFRGS ) , 1 2 3 4 | Total |
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
Departamento de Matematica Pura e Aplicada
MATO01168 - Turma A - 2025/1

Prova da area I

Nome: Cartao:

Regras Gerais:
e N3ao é permitido o uso de calculadoras, telefones ou qualquer outro recurso computacional ou de comunicagao.

e Trabalhe individualmente e sem uso de material de consulta além do fornecido.
e Devolva o caderno de questoes preenchido ao final da prova.
Regras para as questoes abertas
e Seja sucinto, completo e claro.
e Justifique todo procedimento usado.
e Indique identidades matematicas usadas, em especial, itens da tabela.

e Use notagao matematica consistente.

Tabela do operador v
f=f(z,y,2) e g=g(z,vy,2) sdo fungdes escalares;

F =F(z,y,2) e G = G(z,y, z) sdo fungdes vetoriais. Curvatura, torcio e aceleragio:
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e Questdo 1 (2.5 pontos) Um automével se desloca no sentido positivo de x sobre uma pista sinuosa dada pela fungdo y(z) = —z% 4
622 — 9z + 7, onde z é medido em quilémetros, 0 < z < 4. O grafico ao lado apresenta a pista. As caracteristicas dos pneus e do asfalto
indicam que o automdével pode derrapar caso a aceleragdo normal exceda 30.000km/h2. A velocidade do automével obedece a expressdo
v(z) =70 — 10z, 0 < z < 4.

7.01
6.5 1
a) (0.5 ponto) Calcule os vetores T e N emz =1e x =3 6.0 -
e esboce no grafico ao lado.
b) (1.0 ponto) Calcule a curvatura nos pontos z = 1 e 5.5
T =2.
~ 5.0 1
¢) (0.5 ponto) Calcule a aceleragdo normal nos pontos =
lexz=2. 4.5 A
d) (0.5 ponto) O automével poderd derrapar ao longo do
percurso? Justifique a sua resposta. 4.0 1
3.5 1
3.01

Solugao a) Na figura abaixo, os dois circulos mostram os pontos de maior curvatura (onde a curva é mais “fechada”). Também, sdo
apresentados os vetores tangente unitario e normal unitarioem x =1e x = 3.
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Uma parametrizacao natural é dada por z =t e y = —t> + 6t2 — 9t + 7, isto 6,
F=ti4 (=t + 662 -9 +7) 7, 0<t<4
Assim,
7(t) =1+ (=3t + 12t — 9) j.
Emt=1,7(1)=1ie, emt =3, r'(3) =i Temos
T(1) =T(3) =1

-

No plano, os vetores ortogonais a i podem ser j e —j. A geometria do problema dos d4 N(1) = Je N(3) = —j.
Solugdo b) Calculamos

Em t =1, temos:

(1) =1,
(1) = 67,
(1) x 7 (1) = 6k,
7 (1) x 7 (1)]| = 6,
7MW =1,

_ @) xa)
@13
Em t = 2, temos:



7(2) = V10,

w(2) = T2 X 7T(2)
C =" FaP

Solugdo c¢) Usamos a expressao ay = kv2. Entdo, em ¢ =t = 2, temos ay = 0. Em z =t = 1, temos v = 70 — 10 = 60. Logo
an = 63600 = 21600km/h2.

Solugdo d) Os célculos dos itens b) e ¢) mostram que o maior valor da curvatura acontece em t = 1 e vale 6 e o maior valor da velocidade
acontece em t = 0 e vale 70Km/h. Entéo, a aceleragio normal em toda a pista é certamente menor que Kmazv2,,, = 6% 702 = 29400Km/h?.
Logo, o automovel nao corre risco de derrapagem.



Questao 2 (1.5 ponto) Suponha agora que o automdével da questéo 1 estd numa pista sinuosa, mas também estd subindo uma montanha,
isto é, y(x) = —2> + 622 — 924+ 7 e 2 = In(z + 1). Calcule a torgio em = = 1.
Solugao: Usamos a parametrizagao . . .
F=1ti+ (—t> +6t> — 9t +7) j + log(t + 1)k
e calculamos 1
=7+ (-3t +12t - 9) j + ——F,
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7= (=6t +12)j — ———
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Em t =1, temos
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Assim,
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7 % 72 = 9+ —— +36 = T
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Questao 3 (3.0 pontos) Seja F =V (6 . é) —V2G, onde G = (2® + 4%+ 22)i+ (2% + y+ 2) + (2° + y? + 2)E e C a semicircunferéncia
C: 7= sen(rt)i + cos(wt)k, 0 < ¢ < 1.
a) (1.0 ponto) Mostre que F' = —4i — 25 + (=2 — 6z)k.

b) (1.0 ponto) Calcule / F - d7, usando integragio direta.
C

¢) (1.0 ponto) Calcule / F - dF, usando o teorema de Stokes. [Dica: lembre-se que o teorema se aplica a uma curva fechadal.
C

Solugao: a) Pelo item 10 da tabela, temos F=Vx (6 X é) =V (6 . G) —V33G. Temos,

i j E
VxG= 9 9 9 = (2y — 1)7 + (22 — 322)j + (2= — 2y)k
oz oy 0z
224?422 2yt B4y 4z
e — — -
i i k
L s = oo 0 0 1o} - -
F=VxVxG=| — - - = —47 — 25 + (-2 — 62)k
v ox oy 0z =2+ 2)

2y—1 22-322 22—
Solugdo: b) Temos 7 = sen(wt)i + cos(wt)k, 7 = w cos(mt)i — wsen(wt)k e F(7) = —4i — 2 — (2 + 6 sen(rt))k. Assim,

. 1
/F'-df’ = /F-F"dt
Jo Jo

/1(—47r cos(7t)) + sen(wt)(2 + 6 sen(wt))dt
0

1
/ (=47 cos(mt) + 27 sen(mt) + 67 sen?(mt))dt
0

1
/ (—4m cos(mt) + 27 sen(wt) + 37 — 3w cos(27t))dt
0
1

3
= {74 sen(mt) — 2 cos(mt) + 3wt — 3 sen(27rt)}
0

= {—4 sen(m) — 2 cos(mw) + 3w — g sen(27r)} - {—4 sen(0) — 2cos(0) + 0 — gsen(o)

24 37] — [-2] =4 + 3x.

Solugdo: c) Seja D o segmento de reta que liga (0,0,—1) a (0,0,1), parametrizado da forma 7(t) = tk, -1 <t < 1. Entdo DUC é
uma curva fechada no plano y = 0, cuja normal é dada por @ = 5 Assim, podemos aplicar o teorema de Stokes da seguinte forma:

/ ﬁ-df://ﬁxﬁ-ﬁds
JCUD S
/ﬁ~d?://ﬁxﬁ~ﬁdsf/ F.dr
C S D

Primeiro vamos calcula o fluxo do rotacional. Temos

ou seja,

i 7 k
xF=| 2 9 9 |_g
ox Oy 0z

Assim,

ﬂﬁxﬁ-ﬁds://tam:a// 1dA = 3,
S S S

onde usamos que // 1dA é a area do semicirculo.
S

Agora, vamos a tltima integral. Temos 7= tk, 7 =k e F(f) = —4i — 25 — 2k. Ento,
1

/ F.df = / (—47 — 2§ — 2k) - (k)dt
D —1

/711(72)(&

(2%,
= [-21-[2] = -4

Portanto,

T
T

-dif = 31 — (—4) = 4+ 3.



Questéo 4 (3.0 pontos) Considere o campo vetorial dado por F = (z + y)i 4 (y — )] + 32k e a superficie S limitada inferiormente
pelo paraboléide
S1: z=—14 (22442
e superiormente pelo paraboléide
So: z=1— (22 +y?),
orientada para fora.
a) (1.0) Calcule o fluxo de F através da superficie S, orientada para fora, através de uma parametrizacao direta da superficie.

b) (1.0) Calcule o fluxo de F através da superficie S2, orientada para fora, através de uma parametrizacao direta da superficie.
¢) (1.0) Calcule o fluxo de F através da superficie S = S U Sa, orientada para fora, através do Teorema da Divergéncia.
Solugdo: a) Sobre S1, temos z = f(x,y) = -1+ (22 +92), G=2z— (@ + %) +1e
VG = —2x7 — 2yj + k.
Observemos que V@ estd no sentido contrario ao normal, visto que ele aponta para dentro. Logo, vamos precisar o ajuste de sinal na
integragao. O campo sobre a superficie assume a forma

F(a,y,—1+ (a* +y%))

/Sﬁ.ﬁds = _//Dﬁ,ﬁgam
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Solugdo: b) Sobre Sa, temos z = f(z,y) =1 — (2?2 +42), G =2+ (2 +y?) —1e
VG = 227 + 2y7 + k.
Observemos que V@ esté no sentido do vetor normal. Logo, ndo vamos precisar o ajuste de sinal na integragao. O campo sobre a superficie
assume a forma
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Assim,

Fla,y,1— (2 +1%) = (z+y)i+@y—a)i+ 61— (= +y))k

= (@+y)i+y—2)]+@-3a>+y>)k
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D
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Assim,
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Solugao: b) Sabemos que V-F=141+ 3 = 5. Entao,

2 27 1

/ / / 5rdzdrdd = / / 5r((1— r2) — (=14 7‘2)) drdf
1472 0 0

27 1

/ / 5r(2 — 2r2)drdd
0 0
27 1
10/ / (r —r3)drdé
0 0

72 r471
— 20n {7 - 7}
2 4]0

1 1
20m| - ——) =57
2 4
Observe que a soma do item a) com b) resulta no item c)

//FndS //FndS+/ FndS—i+l:5w.
S1 S 2



